Google 



This is a digitai copy of a book that was prcscrvod for gcncrations on library shclvcs bcforc it was carcfully scannod by Google as pari of a project 

to make the world's books discoverablc online. 

It has survived long enough for the copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subjcct 

to copyright or whose legai copyright terni has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, culture and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia present in the originai volume will appear in this file - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with librarìes to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have taken steps to 
prcvcnt abuse by commercial parties, including placing lechnical restrictions on automated querying. 
We also ask that you: 

+ Make non-C ommercial use ofthefiles We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commerci al purposes. 

+ Refrain fivm automated querying Do noi send aulomated queries of any sort to Google's system: If you are conducting research on machine 
translation, optical character recognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encouragc the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogX'S "watermark" you see on each file is essential for informingpcoplcabout this project and helping them lind 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legai Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is legai. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countiies. Whether a book is stili in copyright varies from country to country, and we cani offer guidance on whether any specific use of 
any specific book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search means it can be used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

About Google Book Search 

Google's mission is to organize the world's information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps rcaders 
discover the world's books while helping authors and publishers reach new audiences. You can search through the full icxi of this book on the web 

at |http: //books. google .com/l 



3.^ 









i; Google 



L> Google 



L> Google 



i; Google 



MANUALI IIOEPLl 



LEZIONI 

DI 

CALCOLO INMITE8IMALE 

DETTATE DA ; 

ERNESTO fASCAL ^ ■ 

PSOt'EBSOBE NELLA E. UNITEBSITÌ DI FAVU. 

PARTE I. 

CALCOLO DIFFERENZIALE 




ULRICO HOEPLI 

EDITOSB-LUBAJO DELLA BEAL CASA 

MILANO 



n Google 



PBOPBnTl I.BITHUBU. 



Milano, ììp, Jfernardoni d 






INDICE 



CAPITOLO I. 

' FUNZIONI BEAI.I DI VARIABILI BEALI. 

;S 1. Tariabili reali; gruppi di ponti; ponti limiti Pag. 1 

.S 2. Funzione di nna variabile „ b 

S 8. Faniione di più variabili n 10 

I 4. Limiti Boperìori e inferiori dei valori di ana 

[ Fanzione. Teorèma di WeierstraM . . . .. 11 

S G. Limiti dsUe funzioni ,12 

S 6. Condizione per l'eaieteuza di un limite » 19 

§ 7. Continuità delle funssioni di una o più varia- 
bili. Segni di fnnzìoni cbe Bono invertibili 
col segno dì limite. Serie convergenti in 

[ ngaal grado. Serie di potenze i 23 

1 8. Teoremi Bulle funzioni continue di una Boln 

l" variabile r, 3* 

S 9. Considerazioni eolie funzioni continue di piii 

[ variabili. Funzioni unirormEmontc continue „ 41 

I IO. Variabili aventi per limite zero o per limite 

l'infinito. Infinitesimi ed infiniti 44 

B II- Calcolo di alcuni limiti particolari. ... „ 54 

CAPITOLO IL 

i SEKIVATB DI UBA FUNZIONE. 

I 1. DeriTata di ana funzione di una sola va- 



rv Indice. 

§ 3. Teoremi di derivazione per le funzioni espli- 
cite. Derivazione per ierìe Pa;;. TS 

^ 3. Calcolo delle derivate delle fanzìoni esplicite 

pib Bemplici ^ 

§ 4. Fanzioni aventi derivata in un intervallo; 
teorema di Bolle; teorema del valore me- 
dio e taoi corollari „ 

g 5. Differenziali. Notazione fondamentale per la 
derivata. Derivate e differenziali dì ordine 
Bopariora ,. 

§ 6. Derivate parziali e difTerenziali delle fun- 
zioni di più variabili indipendenti. Il teo- 
rema del differenziale totale ,, 

g 7. Derivate e differenziali di ordine Hopeiiore 
per ie funzioni di pid variabili indipeadonti. 
Teorema d'inversione dalle derivazioni . . ,, 

^ 8. Derivate e differenziali delle foniioni di più 
variabili dipendenti.Fanzionicompoits. Teo- 
rema del valore medio per le funzioni dì più 
variabili indipendenti „ 

S 9. Calcolo delle derivate delle fanzioni impli- 
cite di una o più variabili „ 13! 

§ 10. Proprietà di funzioni di più variabili ri- 
spetto alle loro derivate parziali. Teorema 
di Eulero euUe funzioni omogenee. ... „ 

CAPITOLO m. 

svilufpabilitI in sebib dbli^ funzioni. 

g 1, Oeneratizzaziona del teorema del valor medio 

per le funzioni di una o di piil variabili. 

Forniole di Lagrange e di Canchy ... „ 
^ 2. Formola di Taylor-lffarlaurin, Condizione 

necesBaria e eufficiente per la sua validità. „ 
i S. Applicazione della forinola di Tajlor-Ms- 



CAPITOLO IV. 



§ ]. Funzioni crescenti e funzioni decrescenti in 

DI] l)UDtO 1 

§ 2. Hasùmi e minimi delle fanzioni di una sola 
variabile 

§ 3. Massimi e minimi delle funzioni di piìt la- 

§ 4. Calcolo dei maasiml e minimi nel caso delle 
funzioni implìcite 

CAPITOLO V. 

ALCUNE APPLICAZIONI AIJALITICHB. 

1. Lìmite del quoziente di funzioni. Formolo 

indeterminate. Loro rÌBolnzione 

2. Determinante funzionale di più funzioni. Di- 
pendenza ed indipendenza delle funzioni di 
pi& variabili 

3. Indipendenza lineare delle funzioni di una 
fola variabile. Determiuanti «ronskiani 

CAPITOLO VI 



1. Arco e corda di una curva piana o atorta . ,. Z2S 

2. Tangente e normale alle curve piane ... „ 230 

3. Bicercn degli aseìntoti dì una curva piana. „ 240 

4. Concavità e cocveeeità delle cnrve piane ri- 
spetto aU'asge x. Inflesaione „ 243 

. D. Curvatura delle linee piane 246 

I 6. Centro di curvatura ,257 



VI Indice. 



§ 7. Evolute ed evaWenti Pag>3 

§ 8. CoDtatti delle coire „ t 

§ 9. Curve OBCulatrioi „ SI 

§ 10. Curre inviluppi „ 21 

§ 11. Tangente e piano norm&le a ana curva storta „ 3 
§ 12. Piano tang^ente e retta normale ad nna su- 

§ 13. Del rag^D di Rarvatara in un punto di una 

cnrva storta „ S 

§ U La normale principale „ ^ 

§ 16- Del cenbo di cnrvatara „ 91 

§ 16. Contatto di una curva e d'una euperlìcie . „ 3< 

^ IT. Del piano OBColatore „ ^ 

§ 18. Della torsione n 3' 



i; Google 



PREFAZIONE 



Questi due volumi che pubblico ora, contengono 
tutta la materia che si suole sviluppare in un coreo 
ordinario di calcolo infinitesimale. 

Si aa che da parecchi anni lo spirito critico si 
è impadronito dei fondamenti di questa parte delle 
matematiche, e l'ha trasformata in molti punti ra- 
dicalmente; è perciò che un corso di calcolo al 
presente, qualunque sia lo scopo pel quale è scritto, 
non può fare in nessun modo a meno dei nuovi 
risultati cui si è pervenuti e il buo piano deve 
quindi per necessità staccarsi profondamente da 
quello degli antichi trattati. 

Una novità, che parrebbe di poter fare in un 
moderno trattato di calcolo, è quella dell'introdu- 
zione, sin da principio, del concetto di variabile 
complessa; di stabilire cioè i principii del cal- 
colo delle funzioni, immaginando indifferentemente 
reale o complessa la variabile indipendente. 

Ma per poco che ci si pensi è facile convincersi 
che una tal novità è affatto inopportuna, perchè, 
se anche voglia limitarsi il concetto di funzione. 



vm ' Prefazione. 

come è stato costretto a fare il Mansion in nn 
suo recente libro di calcolo, non ei può poi neanche 
affermare che, al di fuori della parte puramente 
algoritmica, esista la più completa nniformìtà fra 
il caso delle funzioni di variabili reali, e quello di 
Tariabili complesse; basta per esempio ricordare 
le ccneiderazioui, dì natura affatto diversa, che 
occorrono, nei due casi, per lo studio della coq' 
vergenza della serie di Taylor. ' 

Kel medesimo ordine di idee sono rientrati gli 
nltimi trattatisti; si può vedere p. es. la prefa- 
zione del recentissimo libro dello Stolz ( Leip- 
zig 1893). 

Si deve convenire che, malgrado gli sforzi di 
tanti Autori, la teorìa delle funzioni di variabili 
reali lascia ancora molto a desiderare ; di una gran 
quantità di teoremi noi possiamo bensì dare in 
modo semplice certe condizioni sufficienti per la 
loro validità , ma poche volte possiamo fìssare le 
condizioni strettamente necessarie; il calcolo dif- 
ferenziale ci apparisce cobì come una scienza ancora 
imperfetta, e forse il suo progresso dovrà dipen- 
dere dall'introduzione di nuovi concetti e di nuove 
idee Bulla varia natura delle funzioni, pur non esclu- 
dendo però che molti dei punti, iìnora ancora im~ 

' Le condizioni nacoBBarie e «ufficienti per Itt conver- 
gonza della serie di Taylor nel caso delle fanzioai di t&~ 
riabili reati bodo state trovate nltimamente da Pr^ng^iin 
in nn modo molto semplice (Math- Aon. voi, 44). 
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^perfetti, potranno progredire anche senza uscire dai 
concetti che abbiamo al presente, come si è visto 
nel caso già citato della serie di Taylor. 

Nel redigere queste lezioni io ini sono servito 
di vari trattati recenti, quali p. es. quelli del Lìp- 
schitz {Differential und Integralrechniing, 1880} ; 
del Gilbert (Cours d'analyse infinitesimale, Paris 
1887; ; del Mansion [Resumé du cours d'analy&e infi- 
nitesimale, Paris 1887]; dello Stolz {Grundzfige der 
differential und integralrecìmung, Leipzig 1883); 
del Dini {Fondamenti per la teoria delle funzioni 
di variabili reali, Pisa 1878, Lezioni di calcolo 
■litografate -; dei Genocohi-Peano {Lezioni di 
calcolo, Torino 1884) ; e dell'ottimo libro dell'Har- 
nack {Die elementi der differential und integrai- 
re^nung, Ijeipzig 1881). 

Un recentissimo libro del Dott. Gravelius (LeJir' 
bueh der differentialrechnung, Berlin 1893), in mol- 
tissimi punti fa venire alla mente il piccolo ma 
BQccoso trattato dell' Harnack, il che mostra che 
l'autore ha tenuto troppo presente quel trattato, 
senza poro mai citarlo. 

Pavia, giugno del 1894. 
. Ernesto Pascal. 
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CAPITOLO I. 

FUNZIONI BEAM DI VARIABIU SEALL 



g 1. Variabili reali; gruppi di punti; punti li- 
miti. — Si aa sin dall'algebra che coaa si in- 
tende per grandezza variabile o Bemplicemento 
variabile ; ìiaa, gnaiezza considerata come capace 
di acquistare infiniti valori diversi. Misurando la 
grandezza con un' altra della stessa specie scelta 
per unità di misura, ad o^i suo valore ai può 
far corrispondere un numero reale razionale o ir- 
razionale, positivo negativo. L'assieme di tutti gli 
infiniti valori dì cui è capace la variabile, si chia- 
ma il suo campo di variabilità. Useremo spesso 
una comoda rappresentazione geometrica del campo 
di varìabilità. Su di una retta segniamo un punto 
fisso; ogni punto della retta avrà una certa di- 
stanza dal punto fisso, e questa distanza, fissata 
che sia un'unità di misura, si può misurare con 
un numero. Consideriamo come positive le di- 
stanze dei punti che restano alla destra del punto 
fisso, e come negative le altre ; allora evidente- 
mente ad ogni numero reale positivo o negativo 
corrisponderà un punto della retta, e ad ogni punto 
della retta corrisponderà un numero sifTatto. Poiché 
inoltre ad ogni valore di una variabile, come abbiam 

Pascal, Calcolo difffrtvtioh. 1 
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detto, corrisponde anche un numero reale, co§ì ogni 
valore della variabile resterà rappresentato da un 
punto della retta, e il campo di variabilità sarà 
rappresentato dall'assieme dì infiniti punti della 
retta, ì quali possono o costituire uno o più seg- 
menti completi della retta, ovvero essere punti 
fra loro staccati. Noi in seguito, spesso in luogo 
di parlare di jjalori della variabile, diremo punti 
della retta; così p. es. ci occorrerà spesso usare 
delle espressioni come questa : consideriamo la va- 
rialnle nel punto a, intendendo dire: consideriamo 
quel valore della variabile cui corrisponde Ìl putito 
a della retta. 

Se un punto della retta appartiene al cam]io 
di variabilità e nello stesso tempo appartiene ad 
un segmento i cui punti tutti appartengono al me- 
desimo campo, noi diremo che la variabile data ò 
continua in quel pnnto; se il segmento di coi si 
parla si estende solo alla destra o alla sinistra 
del dato punto, allora la variabile in quel punto 
sarà continua solo a destra o solo a sinistra. 

Se d è un punto della retta appartenente o 
no al campo, ma però tale che segnando alla 
sua deatra o alla sua sinistra o da ambo le parti, 
un segmento piccolo a piacere avente a per estremo, 
si trovi sempre in tal segmento, per quanto pìc- 
colo esso sia, un punto facente parte del campo, 
allora diremo che a rappresenta un limite dei va- 
lori della variabile. Cosi p. es. il campo contenga 
gli infiniti punti 
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ò chiaro allora che eegDando alla destra del punto 
zero, un segmento pìccolo a piacerò, in esso si 
troveranno sempre infiniti punti di tale specie; 
quindi il punto zero è il punto limite dei valori 
della variabile. 

Immaginiamo inoltre, che scelto un punto della 
retta lontano per quanto si voglia dall'origine, 
verso la parte positiva o verso la parte negativa, 
alla destra di esso nel primo caso, o alla sua si- 
nistra nel secondo caso, esistano sempre punti 
appartenenti al campo, allora si dirà che un limite 
dei valori della variabile è + oo nel primo caso, 
e — oo nel secondo. 

Infiniti valori della variabile corrispondono ad 
inficiti punti della retta ; un assieme di tali in- 
finiti punti della retta si suol chiamare un gruppo 
infinito di punti. 

Si può far vedere che un gruppo infinito di 
ponti distribuiti in un segmento finito deve posse- 
dere sempre almeno un pnnto limite. 

Dividendo infatti il segmento finito in altri mi- 
nori, ci deve essere almeno uno di questi ultimi 
in cui sien contenuti inficiti punti del gruppo pri- 
mitivo, altrimenti il gruppo primitivo risulterebbe 
di un numero finito di punti. Dividendo allora tale 
ultimo segmento parziale in altri minori, e ripe- 
tendo la stessa considerazione e poi la stessa sud- 
divisione, si vede che si potrà trovare un segmenta 
minore di qualunque quantità assegnabile e dentro 
cui sien contenuti infiniti punti del gruppo. Di 
qui si può ricavare l'esistenza di un punto limito 
i(v-- § 6.) 
l So poi gli infiniti punti del giiippo non sonn^. 
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più racchiusi in un Begmento finito della retta, ma 
in un Begmento che bì estende anche all'infinito, 
allora, per la definizione data sopra di punto limite 
all'infinito, ai vede che l'infinito positivo o negativo 
sarà certamente un punto limite del gruppo. 

Esempio di tale ultimo gruppo potrebbe esBere 
quello di tutti i numeri interi positivi o negativi. 
Un gruppo può avere infiniti punti limiti, e 
allora questi formano a loro volta un gruppo che 
si suol chiamare il primo gruppo derivato da! gruppo 
dato. Si ha così anttlo)i>amente il 2°, 3" . . . grappo 
derivato. 

L'asBÌeme di tutti i numeri razionali forma un 
gruppo i cui punti limiti sono tutti i numeri pos- 
sibili razionali ed irrazionali. Si sa infatti che ai può 
sempre calcolare un numero razionale che differi- 
sca dal valore di un dato irrazionale per una quan- 
tità minore di un'altra assegnata e piccola a piacere- 
Considerando un gruppo infinito dì punti rac- 
chinsi in un intervallo finito della retta, esisterà 
un punto della retta tale che alla sua destra non 
esistono altri punti del gruppo, e che inoltre o 
appartiene al gruppo e in un intervallo piccolo a 
piacere alla sua sinistra si contengano sempre punti 
del gruppo stesso, oppure, pure appartenendo al 
gruppo, non si verifica la seconda proprietà, o fi- 
nalmente, non appartenendo al gruppo, si verifica 
invece la seconda proprietà. Nel primo e secondo 
caso tal punto si chiamerà il massimo dei valori 
della variabile e nel terzo caso si dirà semplice- 
mente il limite superiore. Evidentemente il limite 
superiore è un punto limite del gruppo. Analotra- 
mente si definirebbero il minimo e il limite in- 
feriore. 
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Se non vi è il masBÌmo esiste certamente il li- 
mite superiore. 

Si noti che il concetto dell' eaiatenza di un mas- 
simo di un limite superiore è un eoneetto in- 
dipeudente da quello dell'esistenza dei punti li- 
miti di un gruppo infinito. 

Consideriamo ora due variabili .r^ Xi fra Uro 
iudipendenti. Le coppie di valori di tali variabili 
■■otraiino rappresentarsi mediante i punti dot piano, 
come abbiamo rappresentato i valori di una sola 
variabile mediante i punti di una retta. Inasterà 
perciò considerare i punti del piano le cui coor- 
dinate sono j-| a-g. Ad ogni puuto corrisponderà 
ana coppia di variabili, e ad ogni coppia di varia- 
gli corrisponderà un punto del piano. 

Similmente un sistema di valori di n variabili 
potrà essere geometricamente rappresentato dai 
puati di uno spazio a n dimensioni. 

Un assieme di infiniti punti del piano si chia- 
merà un gruppo di punti, ed è chiaro che per tale 
^ppo possono ripetersi tutte le considerazioni 
fatte pei gruppi di punti su di una retta. Cosi esì- 
tteranoo dei punti limiti, che sono definiti dalla pro- 
prietà che in un intorno comunque piccolo attorno 
■d essi, esistono sempre infiniti punti del gruppo. 
Non diamo la dimostrazione di questo perchè non 
si farebbe che ripetere, leggermente modificata, la 
etessa dimostrazione data sopra per un gruppo dì 
punti su di UDa retta. 

§ 2. Funzione di una variabile. —Due variabili x,j/ 
possono essere legate fra loro da un rapporto di 
dipendenza, in modo che, assegnato il valore ad 
una variabile p. es. a-, resti assegnato anche uf^ 
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valore per l'altra variabile y. Goal p. e., conside- 
riamo tutti i cerchi che ai possono deacrirere at- 
torno un centro fisso. Il raggio di tutti questi cer- 
chi è una quantità variabile, ed è anche una quan- 
tità variabile la loro area. Ma è noto che fissato 
un valore per il raggio, resta fissato anche quello 
per Varen; le due variabili sono dunque dipendenti 
l'una dall'altra. 

Ora questa dipendenza potrà essere di varia 
natura; potrìi accadere che por certi valori della 
variabile t, si abbia per y un valore determinato 
e unico; per certi altri valori di 3-, per j/ sì ab-^ 
biano diversi valori determinati, e per certi altri 
infine, non si abbia per y neseuu determinato 
valore, cosi che la dipendenza propriamente detta 
scompaia per eerti valori di t. 

Ma immaginiamo dì considerare solo un tal 
campo di variabilità di x, e di definire in tal ma- 
niera la dipendenza fra x o y che per ogni punto 
del campo la y resti determinata sempre ed in v» 
modo solo; diremo allora che y è futizione di a- 
in quel campo; la x si chiamerà la vaviabUe indi- 
pendente. 

Per indicare che ;/ è funzione di x, si adope- 
rerà un simbolo come questo : 

../ = f(') 

rappresentando f, o qualunque altra lotterà si vo- 
glia, il simbolo di funzione. 

Se la dipendenza fra le due variabili r // h tale 
che mentre y si può considerare funzione di j-, 
anche x può inversamente considerarsi funzione 
di y, allora In funzione x si chiamerà inversa delia 
funzione y. 
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Stabilito il concetto ili funzione, vien subito 
U domanda: c'è un mezzo aDalltico o ^'eometrico 
per rappresentare la dipendenza che esiste fra la 
fuimone y e la variabile indipendente x ? cioè un 
mezzo mediante il quale dato un valore ad x, bì 
possa ricavare il corrispondente valore di y? 

Uu'idea che viene spontanea è la seguente: cou- 
HÌderiamo, come bì fa in jfeometria analitica, le a- 
e y come le coordinate di un punto del piano. 
Allora facendo variare x, facendole assumere tutti 
quegli infÌDÌti valori pei quali la funzione y è stata 
definita, si avranno infiniti punti del piano, i quali 
il più delle volte potranno formare una curva nel 
«enso ordinario della parola; disegnata che si è 
questa curva, è chiaro che si ha allora una rap- 
presentazione geometrica della funzione y, iiiquan- 
toehè la curva potrà rappresentare in certo modo, 
la maniera di variare di y rispetto al variare di 
r. Però avvertiamo che una siffatta rappresenta- 
zione geometrica non sempre è possìbile, potendo 
immaginarsi funzioni per le quali gli infiniti punti 
ili coordinate x y non costituiscano nel loro assieme 
una curva nel senso ordinario della parola. 

In quanto ad una rappresentazione analitica delle 
funzioni ecco quello che abbiamo a dire. Nelle 
matematiche elementari, e nell' algebra, si sono 
studiate le operazioni fondamentali che si possono 
fare colle quantità, come la somma, la sottrazione, 
la moltiplicazione, la divisione, l'elevazione a po- 
tenza, r estrazione di radice ; ciascuna di queste 
operazioni applicata alla variabile w dà per risul- 
I tato una nuova variabile il cui valore dipende in 
K generale dal valore di x, e che può dunque in 
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generale dirsi una funzione dì x. Lo stesso puh 
dirsi se sulla variabile x non si applica una sola 
di qutìlle operazioni, ma parecchie di esse, ovvero 
una stessa si ripeta un numero finito di volte, o 
anche infìuite volte, come sarebbe il caso delle 
serie infinite o dei prodotti infiniti che ai studiano 
neir algebra. Altri esempi di funzioni sarebbero 
dati da quelle variabili y ohe rappresentano rispet- 
tivamente il Beno, il coseno, la tangente etc,, di 
un arco a-, e che si sono studiate nella trij^ono- 
metria, oppure il logoritmo o l'esponenziale di un 
numero x. 

Queste sono tutte funzioni capaci, come si dice, 
di una rappresentazione analitica esplicita. Un'al- 
tra funzione che possa esprimersi in una maniera 
qualunque mediante tutte lo indicate operazioni, 
si dirà una funzione capace di una tal rappresen- 
tazione analitica esplicita; però la possibilitìi di 
una rappresentazione siffatta non ò affatto inerente 
al concetto e alla definizione generale di funzione, 
potendo immaginarsi una dipendenza tale fra an e 
. y che non possa essere siffattamente con formole 
analitiche rappresentata per tutto il campo di va- 
riabilità della T. 

Una funzione rappresentabile analiticamente, o 
nella quale la vanabile j; e le sue potenze intero 
sieno sottoposte solo alle quattro prime operazioni 
fondamentali dell' aritmetica, si chiama una fun- 
zione razionale. 
La sua forma generale è: 

_ ., . _ «q -H «1 « -t- a,X' + .... + Uh, X '" 
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Se invece la variabile a: e le sue potenze intere 
nono assoggettate alle sole tre prime operazioni 
(somma, sottrazione, moltiplicazione) allora ai ha 
la funzione razionale intera. 

Fra i modi di rappresentare analiticamente una 
funzione, bisogna includere, quello cosidetto delia 
rappresentazione implicita. 

Immaginiamo data una relazione analitica fra 
le due variabili a-, y, cioè immaginiamo stabilitii 
una serie di operazioni analitiche da farsi contem- 
jwraneamente sulle due variabili, e fissato che per 
queste variabili si debbano prendere tali coppie 
(li valori che, eseguite le iiidicate operazioni, il 
risultato finale sia lo zero^ in simbolo ciò lo indi- 
chiamo colla formola 

dove f indica l'assieme di tutte quelle operazioni 
analitiche da eseguirsi. Per fissare le idee suppo- 
niamo che si abbia un'equazione di grado n in ?/, 
e i cui coefficienti sieno delle determinate funzioni 
di X. In questo caso è chiaro che dato un valore 
ad X, si ha un'equazione in 1/ a coefficienti deter- 
minati , la quale, come si sa dall' algebra, am- 
mette sempre n radici reali e immaginarie; se fra 
queste radici ce n' è sempre una i-eale quando x 
non oltrepassi certi valori, e se fissiamo poi una 
maniera colla quale possiamo volta per volta tenere 
in considerazione una speciale radice reale invece 
<li tutte le altre che per avventura potranno esserci, 
allora è chiaro che per ogni x compresa in quel 
certo campo di variabilità, la y resta determinata 
potrà dunque dirsi funzione di .<■. 11 valore di y 
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resta così rappresentato come radice di una certa 
equazione, e quinili non potrà calcolarsi, se non 
si sa risolvere l'equazione; la p si chiama allora 
una funzione rappresentata implicitamente, o una 
funzione implicita di :r; se si può risolvere l'equa- 
zione, allora la formoìa di risoluzione, darà la 
rappresentazione analitica esplirìfa della funzione. 

Prima di por termine a questo paragrafo noi 
dobbiamo avvertire una cosa; poiché nel § 1 ab- 
biamo rappresentato i valori di una variabile me- 
diante i punti di una retta, così siamo natural- 
mente condotti a usare in seguito l'espressione: 
funzione dei punti della retta per dire funzione 
(Iella variabile Ì cui valori sono rappresentati ila 
quei tali punti della retta. 

§ 3. Funzione di più variabili. — Il concetto di 
funzione esplicato nel § precedente può esten- 
dersi. Si abbiano n + 1 variabili ;/, a^i, x^, . . . w» e 
aieno tali che assegnando alle x certi valori com- 
presi in campi determinati, o^ni volta la y assuma 
un valore determinato; la i/ si chiamerà allora 
funzione delle variabili x. 

Nel § l abbiamo visto come si possono rappre- 
sentare mediante i punti di una retta i valori dì 
una variabile x; e mediante ì punti di uno spazio 
a n dimensioni i sistemi di valori di n variabili; 
per semplicità supponiamo che ai tratti di due 
sole variabili Xi x_^. 

Ogni coppia di valori di x, x^ potrà essere rap- 
presentata dai punti di un piano. 

Se tutti gli infiniti punti del piano per i quali 
è definita la funzione ;/, formano una certa area 
piana, noi diremo che la y k una funzione definita 
neiriiitcriio di quell'arca pinna. 
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Si può ideare ana rappresentazione geometrica 
ilelle funzioni di più variabili che sia la estensione 
diretta di quella indicata nel § 2 per le funzioni 
di Dna sola variabile. Oonsideriamo il caso di due 
gole variabili indipendenti, il cui campo di varia- 
bilità sia rappresentato da una certa area piana. 
Per ogni punto di questa, elevando una perpendi- 
colare al piano, e su questa, sognando il punto la 
cui distanza dal piano corrisponda al valore di ?/, 
ei potrà avere nell' assieme di tutti questi punti 
dello spazio, una falda di superfìcie, che potri'i 
j^m etneamente rappresentare la funzione a due 
rarìabili. 

Si potrebbero infine ripetere per le funzioni di 
piiì variabili tutte quelle considerazioni ^ìk fatte 
sulla rappresentabilità analitica esplicita e impli- 
cita dello funzioni di una sòia variabile. 

§ 4. Limiti superiori e inferiori dei valori dì una 
fanzione. Teorema di Walersirass, — Immaginiamo 
ana funzione di una o più variabili reali : per fis- 
«are le idee supponiamo che sì tratti di una fun- 
zione di una nòia variabile, definita in un certo 
segmento finito. 

Per tutti i punti di tal segmento la funzione 
avrà un valore, e tutti questi valori rappresentati 
a loro volta su di una retta, formeranno in gene- 
rale un gruppo infinito di punti sulla retta (v. § 1). 

Considerando questo gruppo racchiuso in un in- 
tervallo finito, esisterà (v. § 1) un limite superiore 
e un limite inferiore dei valori della funzione. 

Se in particolare esisterà un massimo e un mi- 
nimo dei valori della funzione , ciò vuol dire 
che esisterà un valore della variabile indipendente 
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pel quale la funzione prenda il va 
miaimo. Se invece quel gruppo di 
mette un massimo, ma ammette 
superiore, allora non ei può piìl d 
utile, perchè ci servirà lu aeipiitc 
seguente teorema di Weierstrass: 

La funzione ammetta un limite 
un segmento dato; si può sempre i 
mento piccolo a piacere, tale che 
riore 'lei valori che la funzione ha i 
è anche S. 

Infatti dividiamo il segmento p 
parti, e consideriamo i valori dellti 
punti di tali segmenti separatamenti 
limiti superiori dei valori della fu 
segmenti pari^iali, sì può subito ^ 
almeno di questi due deve essere 
giacché se S fosse minore di ambi 
non sarebbe più limite superiore i 
funzione in tutto l'intervallo, e d'a 
fosse maggiore di ambedue Si S^, 
bero valoi'i della funzione maggiot 
di S. il che è impossibile. 

Sia allora S = Si, e dividiamo 
cui il limite superiore è Si in du 
almeno delle quali, per gli stessi i 
limite superiore dei valori della 
essere ancora S; così continuando 
può trovare un intervallo piccolo 
piace e in cui il limite superiore i 
funzione è ancora S. 

§ 5. Limiti delie funzioni. — Im 
funzione y; per fissare lo idee la QqoqIc 
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una sola variabile ce. Supponiamo che questa si 
aTficiiii ad uà valore limite a (t. % 1), e imma- 
giniamo che fissato un numero " piccolo a piacere 
bì possa sempre trovare solo a destra, o solo a 
sinistra, o da ambo le parti del punto a, un seg- 
mento tolti che il valore di y per un qualunque 
punto compreso in tal segmento, sia tale che la 
tiitTereoza {A — y) sia in valore assoluto minore 
<li <r, A essendo un certo numero fisso; noi diremo 
allora che ^ è il limite dei valori di y per x = a, 
e Bcrìviamo in sìmboli : 

lim/f;cj = ^. 

Distingueremo poi limite a destra, o limite a 
sinistra, o limite da ambo le parti, secondochè il 
«elemento di cui si parla nella definizione ai può 
trovare sempre solo a destra, o solo a sinistra, o 
i& ambo le parti del punto a. Potrà poi anche 
accadere che il limite a destra sia diverso dal limite 
a sinistra. 

La definizione data di limite di una funzione 
vale evidentemente pel caso in cui ambedue i va- 
lori o ed ^ sono finiti. Se uno di essi o ambedue 
fossero infiniti, allora non varrebbe più la data 
definizione e bisognerà modificarla. 

Sapponiamo prima che A sìa l'infinito; si dirà 
allora che y ha per limite ± co per x = a, se, dato 
<a grande a piacere, si può trovare uu intomo del 
punto a tale che per tutti i punti di quell'intorno 
la y sia sempre in valore assoluto maggiore di «> 
B abbia il segno positivo o il segno negativo ri- 
spettivamente. 



14 Capitolo I. — § 5. 



Su [) poniamo che sìa a ^^^ <?o, cioè che ei consideri 
il limite di 1/ quando ii valore della variabile si 
accresce indefinitivamente. Possiamo allora dire 
che y ha per limite A per a; =^ od quando dato « 
piccolo a piacore ai posaa sempre trovare un va- 
lore m di X, io modo che per ogni valore di x 
maggiore di m, la p abbia un tale valore che la 
differenza A — y sia in valore assoluto minore di d. 

Finalmente, diremo che y ha per limite l'oc per 
3;=iOo quando dato "> grande a piacere si possa 
trovare un valore m in modo ohe por tutte le x 
maggiori di m, la >J aia sempre maggiore di ™. 

Qiieate con siderazioni sui limiti, sviluppate nel 
caso in cui la }/ sia funzione di una sola variabile 
X, possono valere anche, con leggiere modificazioni, 
pel caso in cui si tratti di funzioni di più variabili. 

Così p. e., si dirà che y, funzione delle due va- 
riabili ic, «t ha per limite A per », = a,, Xi^^a. 
quando, dato o piccolo a piacere, si può trovare 
un intorno del punto del piano di coordinate ai tt , 
in modo che per tuiti i punti di tale intorno la 
!/ differisca in valore assoluto da A per una quan- 
tità minore di f. 

Similmente nessuna difficoltà si troverebbe ad 
estendere le altre detinizioni. 

Se tutti i valori della funzione si rappresentano 
su di una retta, i limiti delle funzioni corrispon- 
deranno su questa retta a punlì-limiti (v, § 1) del 
gruppo infinito di punti. 

E utile però aggiungere qui un' altra osserva- 
zione. ' 

Nel caso delie funzioni di una sola variabile 
noi abbiamo già osservato elio si possono distin- 
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filiere due limiti diversi per la funziono y nel punto 
' = »; cioè si può ooDBiderare il limite a destra 
di a, il quale si ha quando l'intervallo attorno al 
punto a di cui si parla nella definizioDe ai può 
rintracciare solo alla destra di a, e non alla sua 
sinistra, e similmente si può considerare solo il 
lìinitea BÌnistra; e se poi esistono ambedue questi 
limiti, e sono dippiii fra loro eguali, allora invece 
di parlare solo di limite a destra o di limite a 
sinistra, si può naturalmente senz'altro parlare di 
limite nel punto. 

Nel caso delle funzioni di piìi variabili p. es., 
dì due, si presentano in maggiore abbondanza le 
stesse distinzioni. 

Per vedere ciò torniamo per un momento alla 
data definizione. 

Dato " si deve potffl' trovare un intomo del 
punto (oj a..), tale ohe per tutti i punti di tale in- 
tomo la differenza fra ^ e y sia minore di i. Ora 
questo intorno del punto (a, a^) può essere di varie 
ipecie; può accadere che sia uno o più segmenti 
di rette uscenti dal punto o, et-, e allora ciò vuol 
dire che la y ha per limita A, solo quand,o le va- 
riabili -Ti Xj si fanno avvicinare alle a^ a^ in certi 
speciali modi e non in certi altri ; oppure può ac- 
cidere che l' intorno di cui si parla sìa un' area 
piana avente però il punto a, a^ non come punto 
iBtemo, ma come punto del contorno, e ciò vuol 
dire allora che .v ha per limite A quando col punto 
('i ^) ci avviciniamo al punto {oj aJ) in certe di- 
rezioni in numero infinito, ma non in tutte le di- 
rezioni; e può accadere che l'intorno comprenda 
sempre nel suo iiìterìw il punto («, o-.) e allora il 
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limite A susBiste qualunque sìa la direzione colla 
quale facciamo avricÌDare il punto {x^ x.,) al punto 
(a, a>). Si Tede quindi che in questo caso, anziché 
considerare due boIì limiti come nel caso delle 
funzioni dì una variabile, ai possono considerare 
infiniti limiti diversi secondo le infinite direzioni 
colle quali ci possiamo avvicinare al punto (fii a-^^ ; 
se tutti questi infiniti limiti esistono tutti, e sono 
tutti eguali, allora solo si può parlare di limite 
nel punto senza altra diatinzione. 

8i può ora fare ancora un'altra oaHervazione. 

Per semplicità limitiamoci al caso delle funzioni 
di una sola variabile. La variabile indipendente x 
può avvicinarsi al valore a in varii modi; si può 
intendere che si avvicini ad a in modo continuo, 
cioè che il punto ic si avvicini al punto a percor- 
rendo tutto l'intero tratto rettilineo, cioè passando 
per tutti gli infiniti punti dell' intero segmento ; 
oppure si può intendere che x ai avvicini ad a 
non passando per tutti i punti del segmento, ma 
passando per un assieme di infiniti punti il cui 
punto-lìmite sia a (v. j^ l); o, come si dice, avvi- 
cinandosi ad a saltuariamente. Se si tiene conto 
di questa circostanza allora ai può considerare un'al- 
tra specie di limite, ovvero si introduce una nuova 
distinzione nel concetto di limite, il quale dipen- 
derà allora ancora dalla maniera colla quale la 
variabile indipendente x si avvicina ad a e noti 
Bolo dalla direzione. Ed ò possibile che il Limite 
concepito in questo senso esista, quando il li- 
mite concepito nell'altro senso non esiste. Nelle 
definizioni date avanti noi avevamo implicitamente 
ammesso che la x si avvicinava ad a percorrendo 
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toUi i punti della retta e uon mltitariamente, cioè 

' eome bì dice, che k -variabile x sia contìnua; in- 
qoantoehè noi abbiamo esplicitamente detto che 
là disnguaglianza | A - f{x) \ < i deve valere per 
tìUliì ponti X dell'intorno del punto-limite a. E 
da qaesto punto di vieta che noi intenderemo sem- 
pre il concetto di limite. 

Prima di terminare questo paragrafo dimostriamo 
alcuni teoremi sui limiti che ci occorreranno spesso 
in Begnito. 

Si abbiano tre funzioni di x, e sieno i/, y', v" ; 
e immaginiamo che mentre x si avvicina al punto 

I 0, il valore di v stia sempre compreso fra i valori 

! ^ y' e .'/" cioè p. es., sia sempre maggiore di il' e 
minore di y" e inoltre che y\ y" per x^a tendano 
b1 aiedesimo limita A; allora si può subito mo- 
strare che anche y tende ad un limite per y = a, 

,e che tale limite è la stessa quantità A. 

Infatti per le ipotesi fatte sui valori di y rispetto 

I li valori di y e y", possiamo dire che A - y 
■irà sempre compreso fra A — y' a A — y", cioè 
«rà sempre maggiore di una di quelle differenze 
e minore dell' altra. Si potrà allora dire che fra 
1b due differenze A — y' e A — y" yQ ne sarà, 
«mpre una che in valore assoluto sarà mag- 
gioTe del valore assoluto di ^ — y; onde se potrà 
sfflnpre trovarsi un intorno del punto a in modo 
che ambedue quelle differenze sìeno in valore as- 
ulnto minori di a (quantità piccola a piacere), cer- 
tamente nel medesimo intomo sarà anche il valore 

j ttsolnto di ^ — y minore di a, e quindi y tende 
td no limite e tal limite è A. 

I Un altro teorema sui limiti è il seguente: se 

Pascal, Cmlcolo dlff(,-f»zla!e. 2 
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una funzione y, avvieinandoai la variabile 
valore limite, cresce eontinnamente, o ain 
tleeresee, mantenendoHi però sempre inf( 
U11 valore finito A, essa tende a<1 un li 
ii A etesao o è un numero inferiore bà 

Facciamo avvicinare x al suo valore 
e immaginiamo di disegnare su di un: 
punti che corrispondono ai valori di y; 
gruppo di infiniti punti, racchiusi in un i 
che non può estendersi all'infinito perchè 
supposto che tutti i valori di j/ sono sei 
nori di un numero determinato A, e qui 
i punti )/ debbono stare tutti a sinistra e 
che rappresenta il valore A. Questo gru; 
ammettere o un massimo o un limite i 
(v. § 1) che sarà rappresentato da un pi 
a deatra del punto A, cioè o da un punì 
stra di X da ^ stesso. Se il gruppo 
un massimo, cioè se vi è un punto del 
tale che alla sua destra non esistano al 
del gruppo, allora tal punto non potrà e 
spendere ad un valore x' di x minore d 
che noi abbiamo disegnato tutti i punti 
compreso in un intervallo a Binistra di a 
il punto il per x^^=-a. Allora, per le ipot 
per un ìc>.e', la y non potendo e33er€ 
della y m w\ si ha che sarà eguale al v 
massimo trovato, e quindi la y per tutto 
da ■'v' sino ad « è sempre eguale a quel i 
e quindi il limite di y per x = a è pro[ 



Se poi il gruppo non ammette un masi 
solo un limite superiore L, allora al srì 
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j jwrfengono punti y vicini quanto si vuole e a si- 
nistra di questo limite superiore L. 

Per le ipoteai fatte, a punti y sempre [>Ìù vi- 
cini ad L non possono che corrispondere punti x 
sempre più vicini ad a, e quindi sì vede che av- 
Tininandosi « ad «, y si avvicina ad L, cioè L è 
li limite di y per x^a. 

Analogamente potrebbe dimostrarsi: che so una 
funzione decresce contiuuameute o almeno non 
cresce, mantenendosi sempre superiore ad un nu- 
mero B, essa tende ad un limite che o è /f o è 
superiore a B. 

§ 6. Condizione per l'esistenza di un limite. — 
La prima quistione che si presenta nella tcona 
rlei limiti h naturalmente questa: data una fun- 
zione, a quali condizioni deve essa soddisfare per- 
chè ammetta un limite determinato, quando la va- 
riabile le variabili si avvicinano a valori gii\ 
Essati P Se si volesse che il limite fosse una quau- 
tità fissata A, allora la definizione stessa di li- 
mite risponderebbe a questa domanda, e con quella 
definizione potrebbe decidersi &e A e o non è il 
limite della funzione. Ma se A non è conosciuto 
né dato e vuol soltanto sapersi se la funzione ha 
non ha un limito qualsiasi, quale criterio do- 
vremo allora adoperare? 

Se il lìmite esiste e lo chiamiamo A, allora per 
la deEnizione stessa di limite si ricava che dato 
nn numero ii piccolo a piacere si può trovare un 
intorno del punto a tale che per ogni punto com- 
preso in tale intorno si abbia sempre in valore 
■woluto : 

yAK'^. .^ . 

Google 
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Prendiamo dunque due punti di 
chiamiamo //, y^ i valori che ?/ ha : 
allora sussisteranno contemporanei 

dÌBujruay:lian!!e 

, i/i — vi I < T , ; ;Vj - -4 

indicando con | ;/, — ^ 1 Ìl valore osso 
e così per | y^ — A \. Ora se le du 
primi membri sono minori di <', sia 
che la loro differenza saranno mi 
quindi possiamo in ogui caso dir< 
renila dei due valori j/i ?/, sarà in ' 
minore di 2 (t, cioè 

I !/i - y, ; < 2 ». 

Interpretando questo risultato i 
die data una quantità piccola a pi. 
siamo chiamare 2 s si troverà sem 
del punto a tale che la differenza d 
funziono in due punti qualunque d 
h in valore assoluto minore della 
frnata Se 

Questa dunque ci si presenta co 
7,ionc necessaria per l'esistenza di u 
Possiamo dimostrare che è anche i 
mfficieiife. 

Infatti diamo a 2 <7 dei valori de( 
'T,>5.><r3><r,>... 

e ogni volta troviamo l'ampiezza d 
due punti del quale si veriiicano b 
dizioni espresse dall'enunciato del 
no WiXjTs.... punti compresi ri^oo>5lc 
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Uli intorni; e allora poBsiamo dire cbe per 0(;nì 
altro punto compreso nel primo intorno ai ha 

cioè che f(x) sarà compreso fra i due valori 

fX)~'', = a^ , f{x,) + '', = b, 

ili cui il primo è certamente minore del secondo 
(non in valore assoluto) qualunque sia il segno di 
f ,'3^1), e la cui differenza è 2 CTj. Nella stessa ma- 
niera possiamo dire che per un punto x del se- 
eondo intorno, la f{x] sarà sempre compresa fra 
i due Talori 

fX)-<r« , /'.»,)-t-<^.. 

Chiamiamo «^ il maggiore fra i due numeri 

e é, il minore fra i due numeri 

f (a-,) + «, e f{x,) f », 

allora possiamo dire che esisterà anche un intorno, 
e che sarà formato della parte comune al primo 
intoroo , e al secondo , per un punto di cui ia 
f'x] è mag(;iore di a« ed è minore di ^«, e quiudi 
da ciò si ncava anche che If^ deve essere mag- 
({iore di «^ , mentre poi : 

62 - Oj :^ 2 ^.. 
Possiamo dunque costruire una serie di numeri 
«t -»?-«»-•■•■ Google 



liefacenti alle disuguaglianze iudicate, e tali 
esiste sempre un intorno del punto limite, per 

i punto del quale la f{x] è compresa fra «,i e 
di cui il primo è minore del secondo, e di cui 

lifferenza ò minore o eguale a 2tH. 

'gni numero « è evidentemente inferiore ad 

qualunque numero i, p. es. at < ìa . 

ifatti 9Ì ha, se h > ^■, 

ìh<k, ■ 

bh ^ bk > ak. 
successione dei numeri « è dunque formata 
mmeri di cui l'uno non è mai minore del pre- 
;nte, e che d'altra parte non crescono all' in- 
,0 perchè si mantengono sempre minori dei 
ieri b, i quali alla loro volta sono deereseenti, 
ella peggiore ipotesi, stazionarli, e non perù 
mescono indefinitamente mantenendosi sempre 
tgiori dei numeri a. Per un teorema del para- 
'o precedente i numeri « e i numeri b tende- 
io dunque a due limiti determinati, i quali poi 
potranno essere che eguali, perchè se i è 
te dei numeri a, esso dovrà essere maggiore 
utti gli a e dovrà inoltro essere inferiore a 
lunquo b giacché i b sono maggiori di tutti i 
ieri " (v, teor. paragrafo precedente); e così 
imito dei numeri h dovrà essere inferiore u 
i i ^ e superiore a tutti gli ti ; quindi per 
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a> qualunque indice n deve averaì 

«,.<?<i„ 
e quindi 

cioè la differenza dei due limiti si può rendere 
iniuore di qualunque quantità assegnabile, perchè 
2^H è piccola a piacere; possiamo dunque dire 
elle tale differen3a è zero, e quindi che i due li- 
miti sono eguali. 

Una dimostrazione perfettamente analoga si fa- 
rebbe per mostrare che condizione necessaria ò 
sufficiente percliè una 7/ ammetta un limite A 
per a; = 00, è che dato a piccolo a piacere si 
possa trovare un punto x' tale che per due x 
mAggiori di ic\ la differenza delle y corrispon- 
denti è minore di 5. 

Con considerazioni assai simili a quelle di que- 
sto § potrebbe completarsi |Ia dimostrazione ab- 
bozzata nel § I sull'esistenza dei punti-limiti di 
UD gruppo infinito di punti. 

§ 7. Continuità delle funzioni di una più varia- 
Mli. Segni di funzioni che sono invertibili col segno 
£ limite. Serie convergenti in ugual grado. Serie 
di potenze. — Noi abbiamo considerato nei pa- 
rofjrafi precedenti, il limite dei valori che una 
fonzione può avere quando eolle variabili indipen- 
denti ci avviciniamo in un qualunque nìodo a 
nlori fissati, cio^ il limito di // por 
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[QDzione del limite delle variabili, cioè 
lìmf{x) = f{ìimx) = f{a). 

Per una funzione continna abbiamo dunque che 
i dite segni dì funzione e dì limite sono fra loro 
invertibili. 

he prime funzioni continue che ci si presentano 
SODO quelle in cui le variabili sono aHBO^j^ettate 
alle sei operazioni fondamentali deli'arittnetica. 

La somma di due variabili ò evidentemente tale 
che, col variare di una delle due variabili o di 
ambedue, essa hì può far variare di tanto poco 
quanto ci piace, e lo stesso si verifica ancora per 
li differenza, il prodotto, il quoziente di due va- 
riabili, la potenza e la radice di una variabile. 

Cobi per esempio Ìl quoziente — di due varia- 

bili, alterando queste variabili dì due quantità S^ £,, 
diventa 



da cui sottratto il valore primitivo si ba 

a, -•- S^ a;, _ iCj S, — ic, Sj 

«, se a^s è diverso da zero, potranno sempre sce- 
gliersi Òj S, in modo elle tale quantità sia minore 
di una quantità fissata «r, perchè 3^ S, compariscono 
eome fattori nel numeratore di questa frazione. 

Come conseguenza immediata di questo noi ri- 
caTMmo che quelle sei operasioni, rappresentando 
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ontinue delle quantità sa cui sono appli- 
rni che le rappresentano sono invertibili 
di limite, cioè che il limite della somma 
dotto, del quoziente di due quantità e 
a somma, al prodotto, o al quoziente dei 
lo quantità etoBse; e che il limite di una 
del radicale dì una funzione è eguale 
iza al radicale del limite della fuu* 

teoremi non sono che casi particolari del 
che il limite di una funzione contìnua dì 
quantità è eguale alla funzione del li- 
I quantità stesse. 

lempl di funiiioni continue ci sono dati 
;ione esponenziale e*, oppure a-^, e dalle 
■igonometriche sen a,', cos x^ tang a', etc., 
ioni inverse di queste, cioè la funzione 
a, e le funzioni arco seno, arco coseno, 
ente, ecc. 

ueste funzioni sono continue non solo in 
X, ma per qualunque valore della varia- 
endente reale pel quale esse sono state 
is. proprietà della loro continuità è assai 
ì risulta dalla atessa loro definizione, 
ndo dunque tutte queste considerazioni 
tutte le funzioni che occorrono nelle 
(he elementari e che non sono che com- 
in numero fluito di quelle citate, sono 
ontinue. 

li chiudere questo paragrafo per passare 
•ossimo parat'rafo alle proprietà pifi fon- 
delie funzioni continue, ci si presenta 
istionc: Abbiamo visto che una somma 
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di un numero finito di termini è una funzione 
continua dei suoi termini, e quindi che il limite 
di una tal somma è eguale alla somma dei limiti 
dei termini. 

Ma ai può dire però lo stesso se si tratti di uti 
numero infinito di termini? 

Per completare cioè Io considerazioni fatte, bi? 
soitnerà esaminare sino a che punto case potranno 
applicarai anche a quelle altre funzioni più com- 
plicate che ai atudiano nell'algebra, e che risultano 
di un numero infinito di operazioni elementari, 
cioè le serie e i prodotti infiniti. 

Per fiaaare dunque le idee immaginiamo di avere 
una aerìe i cui termini dipendano da una variabile 
X e aleno «i («), Ui {x\..., e la serie : 

S »„ {x) = ui{x) + ìis'x) + + u„ {x]-Y .... 

sia convergente per un eerto campo dei valori 
di r, cioè in tale campo definisca una funzione di 
£ che chiameremo f (a:). 

La domanda che ci facciamo è questa: facendo 
accostare x ad un valore a possiamo dire ohe 
lim f{se) = lim Uj {x] + lim m^ >} + .... ? 

cioè il seffuo di serie è invertibile col segno di 
limite? In altri termini: il simbolo di serie è il 
simbolo dì una funzione continua o noP 

Per passare a questa ricerca dobbiamo ricordare 
un concetto riguardante la cosiddetta convergenza 
in ugual grado di una serie i cui termini aono 
funzioni di una o più variabili. 

Se la aerie ^ u» (.e) è eonvergonto por i valori 
dì X compresi in un certo campo, ciò significa che 
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dato 1 piccolo a piacere bì può sempre trova 
indice n iu modo che chiamando Ki, (x) la s< 
di un uumero qualunque di termini dopo l'i 
abbia Rn{xX'!. 

Se è dato il numero a e il punto ìF, si 
trovare l'indice », e per ogni punto x vi sar 
turalmente un diverso Ìndice «. 

Trovato un indice n, evidentemente ogni 
indice superiore a n soddisferà alla stessa ( 
zione. Se si considerano tutti i punti x del e 
dato, si hanno infiniti indici n; ora si domi 
potrà trovarsi un indice n che valga nella i 
maniera per tutti ì punti x? 

Se tale indice n può effettivamente trova 
che dipenderà dalia natura dei termini che 
tuisGono la serie, allora la sene si dirà convet 
in ugual grado. 

Si può poi far vedere facilmente che una 
dizione sufficiente (non però necessaria) p 
convergenza in ugual grado di una serie, 
la serie dei massimi valori che i diversi te 
acquistano nel campo in citi sì vogliono fa 
riare le variabili sia una serie convergente. 

Fissato ora questo concetto si può far v 
che se una serie è convergente in ugual < 
iu un campo comunque piccolo attorno un ; 
((, e se i limiti per x^ a dei varii termini 
serie sono determinati e finiti, allora si ha apj 
che il limite della serie esiste ed è uguale 
serie dei limiti. 

Osserviamo peraltro che la condizione posta 
convergenza in ugual grado della serie se t 
condizione sufficiente ()er fare che il seg 
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lerie sia permutabile col sef^no di limite, non è 
)erò una condizione necessaria. 

Per dimostrare quello che abbinino aopra aaae- 
ito facciamo vedere pi'ima di tutto, che la serie 

?«,, (I) 

la un limite per x^a. 

Infatti per la posta condizione della sua con- 
'ergenza in ugual grado si ha che si potrà sempre 
rovare un indice m in modo che per qualunque 
■ appartenente al campo aia sempre 



uindi può dirsi che per qualunque x del campo 
ara sempre in valore assoluto. 

i Mh [x) < ^ ìl„ '< + a 

anche 

1 1 

ssendo ti un numero compreso fra e 1. 

Avendo inoltre supposto che i limiti dei varii 
armini della serie esistono e sono finiti, ne viene 
he esisterà e sarà finito il limite dì 

'^u„ 'ir) 



L> Google 



Cmìf'mnità lielle fumìfi 



lafatti aottragghmmo da ambo ì termini 
iJÌ8u^ua!;]ìan;iB 

la eapresaione - lim u» [x] e si ha 

^ Un [X, — i lim Un (ic) < X [h„ [x) — lim Uh 'iP, 

Ora essendo A il limito di 

si può trovare un intoruo del punto n tale cV 
ogni ir in esso la differenza fra A e 



sia minore di a, e cosi anche potrà trovar 
intorno per ogni x del quale si abbia 

n«n{x)-ìimn„{x)]<'7 

questa somma risultando di un numero fin 
termini; nel minore di tali due intorni si 
che ranno ambedue queste disuguaglianze; se di 
al primo membro poniamo A in luogo di 

e al secondo membro aggiungiamo s ve^t^i-i,j|^-, 
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■ secando le potenze intere positivo delia variabile 
T, e che perciò bì chiamano serie di potenze. 



Queste serie hanno una particolare importanza 
nelle cose che avremo a djre in seguito. 

I termini di ima tal serie possono essere alcuni 
positivi, altri negativi; e può accadere che la serie 
sia convergente per tutti i punti X compresi in un 
intervallo, e reati convergente anche quando tutti 
i termini negativi si mutano in positivi. Se ciò 
accade, la serie si chiama convergente assoluta- 
mente. 

Si sa che se in una serie il rapporto di un ter- 
mine al precedente converge ad una quantità mi- 
nore di 1 in valore assoluto, allora la serie è 
convergente; è chiaro allora che se ciò accade per 
una serie a termini positivi e negativi, accadrà 
anche per la stessa serie a termini tutti positivi; 
possiamo perciò conchiudere che in tal caso la 
serie di potenze è assolutamente convergente; o, 
in altre parole, in una serie dì potenze noìt asso- 
lutamente convergente o, come si dice, semplice- 
mente convergente, il rapporto di un termine al 
precedente non può tendere ad una quantità in 
valore assoluto minore di J, e quindi deve tendere 
«d 1, non potendo tendere ad una quantità mag- 
giore di 1, come si sa dalla teoria delle serie. 

Di qui ai ricava che se una serie di potenze è 
convergente semplicemente per un valore positivo 
8 di a;, essa sarà convergente assolutamente per 
ogni valore di x positivo minore di a. 
I Pascal, Calcolo differenziale. S 



ricava ancora che una serie di potenze è 
ergente assolutamente per ogni punto x dato da 



aìore asBulutu. 

oa serie di potenze convergente assolutamente 
itto un intervallo è anche convergente in ugual 
lo nell'intervallo, perchè eTidentemente il mas- 
valore assoluto di un termine qualunque della 
I si ha per quel punto dell'intervallo cui cor- 
inde il massimo valore assoluto di x, e quindi 
issimi valori assoluti di tutti i termini si hanno 
per il medesimo valore di x, e perciò la serie 
aia&simi, è la serie dei valori assoluti dei ter- 
della serie data per un certo punto x del- 
jtvallo, e per ipotesi, tal serie è convergente. 
ppticando duuque i teoremi di sopra possiamo 
che per una serie di poterne' assolutamente 
ergente il limite della serie è eguale tdla sene 
limiti, e che una tal serie è funsione continua 

8. Teoremi sulle funzioni continue di una 
variabile. Funzioni uniformemente continue, 
fello etesso modo con cui considerando le se- 
cui termini bouo funzioni di variabili, e quindi 
lite in tutti i punti di un certo campo, capita 
roduefoue del concetto di serie convergenti in 
il grado, così considerando funzioni continue 
itti i punti di un campo, occorre introdurre 
incetto di eontinuitù uniforme. T due concetti 
10 tra loro molta somiglianza. 
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Se la funzione è continua in un punto a, ciò 
Tuol dire che dato « piccolo a piacere si può tro- 
vare un intomo del punto, per ogni punto del 
quale la differenza fra il valore della funzione e 
quello della funzione nel punto a, è minore di a. 

Trattandosi di funzioni di una variabile sola 
l'intorno, di cui si parla, sarà un certo segmento 
della retta rappresentativa, di lunghezza a. Ora pi^r 
ogni punto del campo vi sarà, dato uno stesso i^ 
fisso, im valore per a; si domanda allora: può tro- 
varsi uno stesso E che valga per tutti ì punti del 
campo. Se ai trattasse di un numero finito dì punti 
allora basterebbe calcolare 1'^ per ciascuno, e con- 
siderare poi il minore di tutti, il ftualc natural- 
mente vale per tutti i punti; ma trattandosi di 
un numero iufinito di punti non si può più fare 
la stessa considerazione. 

Una continuità cosiffatta si chiamerà continuila 
uniforme; e a prima vista parrebbe che essa rap- 
presenti per la funzione ima condizione più ristretta 
che non la semplice continuità, nello stesso modo 
ohe la convergenza in ugual grado per le serie è 
una condizione più ristretta della semplice conver- 
genza. Però Cantor ha dimostrato che la conti' 
mtità unifórme non è altro che la stessa continuità 
ordinaria. 

Ed è questo teorema importante che ora vogliamo 
qui esporre. 

Supponiamo la funzione fC^} continua da aj ^ a 
sino a x = l). 

Troviamo un intervallo a destra del punto a tale 
che per un punto x di esso sia 
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piezza ' di tate intervallo pu' 
trovataue una, tutte le altre 

empre alla stessa coudizioue. 

tutte Io varie e prendiamo 1; 
il limite superiore dì ease (i 

I il punto che rappresenta l'ef 

Ilo =; è facile far vedere che 

za f(x) — - f(a) Ì! esattament 

re assoluto, cioè elio 

ti cominciamo coli' osaervare 
>te8Ì fix) una funzione cont 
a funzione f{a;) — f{a). 
lò far vedere che il valore di 
in pnò essere nessuna delle qi 



SBe +5—5 allora, per eifett 
ella funzione, si potrebbe tro 
, segmento tale che per ogni 
e assoluto di f (>) — /"(a) sia 
1 una quantità ^i minore di ^ 
T, e ciò è contro la ipotesi eh 
per estremo x, sia ÌI limite 
legmenti in cui f ^x) — fix)' 
[xi) — f{a) fosso eguale a -i 
■tto della supposta co t nu t 
a sinistra dì x^ un segment 
o di esso il valore assoluto 1 
irentc da s -i- ; d a qua 
sia maggiore di ■7, rotiti 
m fatta pei' ^i, le 1 pe 
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ponto alla eiuiatra di «i il valore di /(«) — /"(«) 
deve essere minore di n 
Fissato dunque che in x^ bi ha 

'fi -f« =-, 

procediamo nella stessa maniera da ri verso destra 
sino ad un punto x^ in cui sia 

: fw -/'(»,) -«. 

ili seguito, possiamo stabilire una serie di 



pUDti 



*! .T, Xg .T„ X„+l . . 



Fra due di questi punti consecutivi intercede 
Dn segmento, per due punti qualunque del quale 
la differenza dei valori della funzione è minore 
di tr. 

Ora se percorrendo tutto l'intervento da a sino 
a & il numero di tali punti intermedi è finito, al- 
lora tutto l'intervallo da a a ò resterà diviso in 
tanti intervalli in numero finito, ognuno dei quali 
ha la indicata proprietà. Prendendo allora in con- 
siderazione il più piccolo di tutti questi intervalli 
che sia di ampiezza e, è chiaro che un'ampiezza 
minoro di £ soddisfa esattamente alla condizione 
indicata al principio dì questo paragrafo. 

Resta però ancora a far vedere che i punti x^ x^. . . 

[ non possono essere in numero infinito. Infatti se 

* laero in numero infinito, allora ammetterebbero 

I i>un(o-limite e sia u. Per effetto della conti- 
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ì ìd u si potrà trovare un ta- 
rile che per due punti qualunque ìq 



r In natura steasa del punto limite, 
Qo, per quanto piccolo esso sia, capi- 
ire infiDÌti punti XnS'n-ì'i; e dovrebbe 

7''it„+,)-f(jr„):=» 

pa parte, essendo Xa.Tn+i due punti di 
I deve essere 

■f:':„+i-f{f,.ìl<l. 



idizione fa vedere che non è aniniis- 
iì che i punti ir, a:> x^... sieno in nu- 

que dimostrato il teorema di Cantor. 
Ilario di questo teorema si ricava che 
tizione continua in un hitereallo da 
dividere tale intervallo in un numero 
'■ intervalli parziali, tali che in ognuno 
'ifferenza fra due qualunque valori 
ie !' minore di una quantità <r piccola 

) oscillazione della funzione in un 
diiferenza fra il limite superiore e il 
>re dei valori della funzione in quel- 
si può dire che pui'> sempre farsi la 
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divisione in un numero finito dì intervalli par- 
ziali in modo che in ognuno di questi la oscilla- 
zione della funzione sia minore di ». 

Baata infatti eseguire il procedimento seguito 
nella prima parte della precedente dimostrazione. 

PoBBiamo ora paaeare a dimostrare alcuni teo- 
remi fondamentali sulle funzioni continue. 

Se una funzione continua è determinata in un 
numero infinito di punti, essa lo !> anche nei punti 
limiti di essi. 

Sia ic* uno di tali punti limiti ; dolendo la fun- 
zione essere continua in w' essa dovrà avere un 
limite determinato quando io si avricìna ad ir\ ed 
in ir' la funzione non può che avere per valore 
il valore di tal limite. 

Ricordando che i punti irrasionali sono puiit 
limiti dei punti razionali, ne ricaviamo allora 
Anche che: 

Se una funzione continua è determinata in tutti 
1 punti razionali di un segmento è determìnafn 
anche nei punti irrazionali. 

Considerando tutti i valori che una funzione ha 
in un internilo, si hanno infiniti numeri che avranno 
un limite superiore e un limite inferiore (v. § 1). 
Per una funzione qualunque potrìi accadere ohe 
non esìste alcun valore delle variabili per il quale 
il valore della funzione sia proprio il limite supe- 
riore. 8e questo non accade, allora il limite supc- 
riore ò uno dei valori della funzione e propriamente 
è il valore massimo, e così il limite inferiore è il 
valore minimo. Sì può far vedere che per le fun- 
zioni continue esiste effettivamente U valore mas- 
simo e il valore minimo, cioè In funzione prende 
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effettivamente in un punto il mlore rappresentato 
dal limite superiore e dal limite inferiore. 

Giacché se ^ è il limite superiore dei valori 
della funzione, esiste, pel teorema di Weierstrass, 
(v. § 4) un punto ic' tale che in un intomo co- 
munque piccolo del punto ic' il lìmite superiore 
dei yalori della funzione è anche ^■ 

In a,', dovendo la funzione essere continua, il 
suo valore deve essere eguale al limite che essa 
acquista avvicinandosi ad x', cioè deve essere 
eguale proprio a K 

Se una funzione continua in un intervallo ha 
in due punti a, b di quesf intervallo due valori, 
l'uno positivo e Valtro negativo, vi sarà un punto 
compreso fra i due a, b in cui la funzione avrà 
il valore zero. 

Consideriamo infatti tutti i valori positivi ohe 
la funzione ha nell'intervallo; di questi valori vi 
sarà il limite inferiore e sia A. 

Dividiamo l'intervallo totale in un numero finito 
di intervalli parziali in ognuno dei quali l'oscilla- 
zione della funzione sìa minore di A (e ciò per 
uno dei teoremi precedenti). II primo di tali in- 
tervalli parziali a cominciare da a sia (a, a + ej). 
Se in a la funzione ha il valore positivo e quindi 
maggiore ^ A, in a -*■ ^i avrà anche il valore po- 
sitivo e quindi maggiore di A perchè in tutto l'in- 
tervallo r oscillazione della funzione è minore di 
A, e quindi in quell'intervallo non ci potrà essere 
alcun valore negativo. Nella stessa maniera in tutto 
il secondo intervallo e anche all'estremo la funzione 
avrà «n valore positivo e quindi maggiore di A. 

Cobi continuando si concluderebbe che in h la 
funzione ha un valore positivo, contro l'ipotesi. 



Teoremi sulle funzioni continue, ecc. 41 



Dunque non ai può ammettere che A eia diverso 
da zero. 

Essendo poi esso il limite inferiore dei valori 
positivi della fiinyione, ed essendo continua la fun- 
zione, per un teorema precedente vi sarà un punto 
in cui la funzione acquista il valore zèro. 

Da questo teorema si può ricavare subito que- 
st'altro: 

Una funzione continua che in due punti a, b 
di un intervallo acquata due lalori A,B, in un 
punto intermedio fta t due acquisterà qualunque 
calore C compreso fra A e B. 

Basta applicare alla funzione f {.*-■) — C il teo- 
rema precedente. 

§ 9. Considerazioni sulle funzioni continue di piìi 
variabili. — Molte delle considerazioni del § pre- 
cedente possono estendersi alle funzioni di più 
variabili. 

Per semplicità consideriamo solo le funzioni di 
due sole variabili ; ma i ragionamenti che faremo 
possono applicarsi, ^opportunamente modificati, an- 
che al caso generale. 

"Usiamo sempre la rappresentazione delle coppie 
di variabile !*^( a-, mediante i punti del piano aventi 
per coordinate x^ x^. La funzione ?/ delle due varia- 
bili x, x^ ai dirà continua nel punto {«i a-,) quando 
ai potrà trovare un'area piana nel cui intemo c'è 
il punto «1 «;, e tale che per Oj/ni punto di tale 
area il valore dì f{r^ a.'^) differisca dal valore di 
/■{«i Oi) di una quantità minore di o. 

Possiamo porre questa defìnizioue sotto nn'altru 
forma. Se infatti esiste l'area piana di cui si parla 
nella precedente definizione, nel cui interno c'è 
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io 0, a. è chiaro che bì potrà sempre dise- 
un rettangolo coi lati paralleli agli assi coo^ 
col centro in n, n^, e eompreeo tutto intaro 
ea di cui si parla. 

ki h-j, le lunghezze dei semilati di tale 
folo; è chiaro che allora le coordinate di 
ito qualunque interno ad esso saranno sempre 
'orma 

«I + ^ ^1 , a. ^- ^ A, 
ido con tìi ^o due numeri arbitrari compresi 

liamo allora dire che la funzione è continua 
} si poaaono trovare le grandezze A, A. in 
che per valori qualunque di 0, d^ compresi 
le + lai abbia sempre in valore assoluto 

irdando ora la condizione necesBarìa e suf- 
3 perchè una funzione ammetta un limite, 
) possiamo dire che deve anche accadere che 
irenza fra i valori della funzione in due qua- 

1 punti del rettangolo deve potersi rendere 
ì di qualunque quantità S ; scej^liamo i punti 
rdinate 

rt, +\h, , rti + % h 

) dunque aversi 
analogamente 
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e queste disuguaglianze debbono avverarei per 
ijualunque coppia di valori di Oj 0:, compresi fra 

Viceversa se, dato 5 bì possono sempre trovare 
valori di h^ h^ pei quali bì verificauo le (2), si 
potrà sempre verificare la (1) dato o a piacere. 

Infatti prendiamo prima di tutto 5 = e trovia- 
mo gli hi /ij corriapondenti. Dovendo la prima 
(Ielle 2) verificarsi per qualunque l^, prendiamo 
^, = e allora si ha 

,/"(«, . a, + %h)-f(a,a,\,<ò 

che insieme colla seconda delle (:?) (somuiaudonc 
cioè i primi membri se sono dello stesso segno, 
sottraendoli se sono di segno contrario, o in ogni 
caso sommando i secondi membri) dà 

Y'fli + 0, /(, , a, ■,\h,)-f{aiai)\<2Z 



Le relazioni (2) ci dicono un fatto notevole sulla 
natura della continuità di f. Esse ci dicono che 
f{a, + \ hi , ^?) considerata come funzione di a^o 
è continua nel punto ■r.j ^-- a,, e ciò per qualunque 
valore di <ì, cioè per tutti i valori da a, sino a 
«x ± Ai; e similmente f(x,, n,+ 9j h^) k funzione 
continua di j'i per qualunque valore di Oj. 

Considerando una funzione continua in tutto un 
campo, capita naturalmente anche qui l'idea della 
continuità uniforme di cui abbiamo discorso nel 
§ precedente a proposito delle funzioni di una sola 
variabile. 
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pai) cioè domandare se si pi 
alori ftj ha valeToli per tutti 

0. 

jsiamo dire, senza dimostrarlo 
rifica che la continuità ordim 
leamente una continuità unifc 
r dimostrare questo si potrebl 
itra^ione molto simile a quella 
cedente a proposito delle fiinzii 
bile. 

tremmo ora similmente estende 
mie di due variabili in tutto 
I, molti dei teoremi rlel § pr 
laenipio : 

in un punto del campo la f 
e positivo e se in un altro pu 

neffatito, e se possiamo coni 
ìunti con una linea compresa tt 
rà su questa linea almeno m 
mzione ha il valore zero, etc. 

0. Variabili aventi per limite ze 
lite. Infinìlesimi ed infiniti. — I 
per limite zero si chiamano 
e le quantità che hanno per 
iamano infiniti. 
'endosi due quantità « ?, il cui 
'alori di una o più variabili 
ti per limite zero o l'infinito pt 
na di valori di tali variabili, se 

I ,-, e si cerca poi il limite d 

ftccadero o che tal limite esif 

esista. I - '; Google 
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Applicando il teoiuuia che il limite del ruu- 
porto è eguale al rapporto dei limiti, si ved 

il limite del rapporto ; si preaenta sotto 1 

ma , se «, [i Bono iufinitesimi, ovvero -- 6 

sono infiniti. 

Se ora il limite del rapporto -x esiste, ess 

essere o zero, o l' infinito, o una quantità : 
esaminiamo separatamente i tre casi. Se 
mite è zero, ed =: e p sono infinitesimi, vuo 
ohe fra i due zeri, del numeratore e del de 

natore del rapporto sotto cui si presente 

direttamente il limite di applicando il tei 

che il limite del rapporto è eguale al rappor 
limiti, fra quei due zeri prevale lo zero del i 
ratore, e quindi siamo condotti a dire che li 
di a è di un ordine superiore allo zero di { 

Se invece k 8 fossero due infiniti, allora 
Hmite del rapporto è anche zero, siamo co 
a (lire che l'infinito del denominatore preval 
l'infinito del numeratore, e quindi che ]ì è ui 
iiito di ordine superiore ad a. 

Se invece il limite del rapporto è infinito i 
se si tratti di infinitesimi, noi potremo din 
l>rocamente che S è infinitesimo di ordine 
fiore ad x, e, se si tratti di infiniti, nói pc 
(lire che « è infinito dì ordine superiore a 

Se poi finalmente il limito del rapport^;j,j)o|,^- 
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versa da zero, noi cootinuaudo il 
di idee nel quale ci siamo messi, 

e nessuno del due infinitesimi, o 

revàie sull'altro, e quindi che easi 
ordine. 

un'altra considerazione dalla quale 

con maggiore precisioue questo 

le di infinitesimi o di infiniti che 

3ondotti a introdurre, 

ìtesimo, e facciamone il quadrato 

l infinitesimo. 

suo ordine rispetto all'ordine di « ? 

) - =z K si vede che tale rapporto 
ique tt^ è un infinitesimo di ordine 

te che l'ordine di una potenza di 
infinito non è lo stesso dell'ordine 
dell'infinito steBso. 
' è di ordine maggiore di i se 
le minoro se n < 1, ed inoltre «" 
giore o minore di a'" seeondochò 
n >m H<m. 

naturalmente condotti a caratte- 
ri a" rispetto all'ordine di «, se- 
zza dell'esponente n, cioò, in altri 
he l'ordine di k" rispetto ad « è 
mero n. 

siamo allora passare ad un più 
: degli ordini di due infinitesimi o 
riacchè se * B sono p. es., duo tn- 

l'uno è dì ordine maggiore che 
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lUtro, e se inoltre si trova che il limite del rap- 



Dbe ae accade, può accadere, per un unico valore 
ine mai perdue valori diverai) allora noi potremo 
ire che a è dello atesso ordine di ^" , e poiché inol- 
re ?ii è'di ordine n rispetto a P, cosi infine noi di- 
«mo che anche « è di ordine n rispetto a p. 



liste, e se ei può trovare un numero » nmggiore 
liliale o minore di 1 tale che ,^ abbia un limite fi- 
uto, allora i due infinitesimi o inSniti a p si possono 
laragonare fra loro in modo preciso, e si può cal- 
ciare in un modo preciso l'ordine dell'uno rispetto 
lU' altro. 

Se non esiatouo poi i limiti di cui si parla, ai- 
ora non sarà più possibile il paragone dei due 
nfinitésimi o infiniti. 

Può accadere p. ea,, che pur esistendo il limite 

!To per it rapporto dei due infinitesimi « e ^, non 

possa però mai trovare un n tale che ^^^ abbia 

B limite finito, che cioè questo rapporto, per qua- 
nnqae n, abbia sempre per limite zero; allora evi- 
lentemente il concetto di ordine che abbiamo in- 
rodotto, non potrà più esserci utile per definire 
nn numero l'ordine di a. rispetto all'ordine di 
I. Noi potremmo allora dire, che secondo l' idea 
li ordine già stabilita, l'ordine di e ò infinitamente 
nperiorc all'ordine di [ì. 
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k poi dippiù accadere che il rapporto aoii 

te limite, e allora non è più posBibile il pa- 
preciso degli infinitesimi o infiniti, nel modo 
i lo abbiamo fatto si Dora. 
otrebbero fare alcune altre considerazioni 
10 in cui, non esistendo il limite, il rapporto 

Ila fra due limiti determinati, ma queste oon- 

ioni non avrebbero molta importanza, 
«lazione agli esposti concetti di ordine di 
BÌmi e di infiniti possiamo stabilire alcuni 

è un infinitesimo o un infinito, esso resterà 
del medesimo ordine anche quando si mal- 
si divide per una quantità finita f- diversa 

0. 

somma algebrica di un numero finito di 
mmi è anche un infinitesimo il cui ordine 
dell' infinitesimo dì ordine minimo fra i 

infatti IX, i.> due infinitesimi, e l'ordine ni 
ino sia minore dell' ordine n^ del secondo, 
infinitesimo rispetto cui si calcolano gli or- 
li dati. Allora evidentemoute a, ± «^ e anche 
antità tendente a zero, quindi un infinitesimo. 
io il rapporto 



ra che tal rapporto tende ad una quantità 
)erchè per ipotesi il primo termine di questa 
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espreaBione teude ad una quantità finita e il secondo 
converge a zero. Dunque «j ± a. è un infiniteBÌrao 
di ordine %. 

Un teorema che ha molta affinità con questo 
: quest'altro: 

Se un infinitesivio a è la somma ulffebrìca ili 
m numero finito di altri infinitesimi 



liove "-i sia di ordine minimo, e tutti dipendenti 
dal medesimo sistema di variabili, si può sempre 
trovare un intorno dei valori limiti delle variabili, 
tale che per ogni suo punto il segno di % è lo stesso 
del segno di «i. 

Infatti essendo ^ . .. .x,i di ordine superiore ad 
1 il rapporto 



tende s zero. Si può dunque trovare un ìntoruo 
dei ponti limiti delle variabili, pel quale tal rap- 
porto sia in valore assoluto minore di una quaii' 
tità T piccola a piacere, cioè che il valore di 
f .... + 5:11 sia in valore assoluto minore doi 
valore assoluto di «4, e quÌTtdi nella somma 

"l + ", + ....+ «M 

prevalga il segno di ^i- 

Così p. es., in un'espressione della forma 

««'■+ JìeH-i-h -^gai-f-» 

che è zero per ^ = 0, ai può trovare un tale in- 
torno del punto zero che il segno di tutta l'esprea- 
BÌone sia eguale al segno di a -r^' . 

FjIBOAL, Caltolo diffTtmiale. * 



Capitolo J. — § 10. 

limite del rapporto di due ir 
se ad essi aggiungiamo infir< 

lente di ordine superiore. 

mo «1 "s due iiifiniteaimì e Pi |^ 

ivamente dì ordine superiore 

>rto 



ohe il limite del Becoudo fatto 

I teorema è dimostrato, 
quanto agli infiniti, essi possono 
yÌ e negativi, distinzione che 
;li infinitesimi. 

a somma algebrica di un nu 
ti tutti di ordine diverso fra li 

II cui ordine è il massimo degl 
ti dati. 

un infinito «■ è la somma al< 
ro finito di altri infiniti, tutti 

si può fare che il segno di ti 
da col segno dell'infinito di oì 
limite del rapporto di due infi 
ngendo ad essi infiniti di ord 

inferiore o in particolare gui 
ssti teoremi possono dimostra 
dimostrati sopra per gU infinìGo 



n 
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Poasiamo aggiungere l'osservazione che, meutre 
la differenza di due infinitesimi diversi ii sempre 
un inSniteBimo, la differenza di due infiniti diTersi 
pnò essere una quantità finita. Come esempio sem- 
plicisBimo di questo fatto possiamo ponaiderare i 
due infiniti. 

a + ic , b + X , per ir = co. 

La loro differenza k b — a, cioè una quautitli 
finita anche nel limite per x = oo. 

La espressione oo — oe è un espressione inde- 
Urminata, puù cioè avere un valore piuttosto che 
no altro secondo la natura delle quantità che di- 
Tentano infinite. 

Possiamo però dimostrare che se la differenza 
di due infiniti tende ad una quantità finita, i due 
infiniti sono dello stesso ordine e il limite del loro 
rapporto è propriamente Vmiità. 8e infatti 

lim > - §) = « 
ri ha 



Tornando ora ancora per poco sullo studio degli 
infinitesimi, noi possiamo farci questa domanda: 
La somma algebrica di un numero finito di infi- 
■itesimi è anche un infinitesimo; ma può dirsi lo 
iriMBo della somma algebrica di un numero infiniti^ 
'^ infiniteBÌmi? 
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può subito vedere che ciò nou è. Si consideri 
i la somma degli infiDÌtesimi 

x-\-2ie + Sir. + + nx + . .. 

nuuo dei termini di questa somma è un infi- 
imo per .v =0; ma, alla somma di essi non 
ò assegnare il yalorc zero. 
Bsiamo dimostrare un teorema nel quale si 
sne una condizione sufficiente perchè la somma 
finiti infinitesimi sia un infinitesimo, 
lesta condizione si ottiene introducendo un 
3tto nuovo che ha molta relazione con altri 
itti che noi abbiamo dovuto introdurre nei 
■eeedenti a proposito della convergenza delle 
, e della continuità delle funzioni. 
abbiano infiniti infinitesimi, 



remo che essi sono infinitesimi convergenti a 
in ugual grado quando, dato un numero -o 
ilo a piacere, si può trovare un tale intorno 
■alore limite o dei valori limiti delle variabili 
ui dipendono quegli intìniteainii, che per tutti 
iti di quell'intorno, i valori di tìiite le k siano 
iri di 1. 

possono immaginare degli intinitesimi in cui 
to non accada. Per es. le espressioni 



infìniteeimi per x-:=o. Ma e chiaro che asae- 
uu qualunque valore ad <e prossimo a zero 
indi minore di 1, quelle quantità sono distri- 
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ite in maniera che la seguente è sempre maj^ 
ire della precedente, e assegnato a piccolo a pia- 
•e, esso resterà sempre compreso fra due conse- 
tive di quelle quantità e non si potrà mai trovare 
tal Talore per x in modo che tutte quelle quan- 
i sieno minori di a. 
Si dirà poi che gli infinitesimi 



10 uniformemente di ordine superiore degli infi- 
esimi 



andò i rapporti 



10 iuftnitosiuii convergenti a zero in ugual grado. 
Ciò premesso si può subito far vedere che se ei 
una somma di infiniti infinitesimi 

Pi + f's + ....+ P» -!-..■ . 
quale sia finita, e se i termini 

«1 -I- a, + ....+«„ + ... . 

un'altra somma di infiniti infìuitedmi sono li- 
ìtto ai P uniformemente di ordine superiore al- 
a la seconda somma è un infinitesimo. 
giacché ponendo 



■^s%.... ^» = h,H\r^y^^\^^ 
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fare che iiitle le s diventino mi- 
itità 9 piccola a piacere, così pos- 



.+.... <«(Pi+Pi-...-l-P» \ ....) 
>posto che la somma delle ^ tenda 
^nita, il secondo membro, ìmpic- 
ndersi piccolo a piacere, e quindi 
dere che la somma delle ^ tcude 

i alcuni limiti particolari. — JS'el- 
speaso la conoscenza di alcuni li- 
ilo noi perciò vogliamo qui dedi- 
a parte, 
calcolare 

lini 'ii'- 



itivo e convergente all'infinito, e 

li qualunque. 
mpreao fra i due numeri interi p 
IO Bcrivere per « '>p + 1 

/( /( li II h 

l' '2""i>'p + l""» 
azioni 
h^ k h 
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decrescenti pOBsiamo scrivere 

h" hp l h \"-J'- 

n! p!\p-ir- 1/ 

- /( 
Per H = oo, essendo - , minore di 1, 

p-]- l 

LJL.Y-' 

tende a zero, e <|iiindi possiamo scrivere 

lim^=0. 

n! 

2. Hi voglia calcolare 



Oo mi nei amo coli' osservare die uu arco minore 
di— è sempre compreso fra il suo serto, e la sua 
tangente, cioè 

sen a<.x<. tang a:, 
donde dividendo per sm x 

. ^ iC ^ 1 



li tale disuguaglianza si conserva iu tutti i^li stadi 
Bucoetisivj mentre x tende a zero. Per un teorema 
dunque del § 5 si ha che se le due quantità estreme 
tttdimo allo stesso limite, anche la quantità intev- 
'ia tenderà al medesimo lìmite. Ora effettiva- 
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1 

38 X 

— tende ad 1, cioè anche 
la; 

lim =1. 



3. Hi voglia calcolare 

,. 1— cosa; 



Si sa dalla trigonometria che 



onde 

1 — cos'' 



Siccome il secondo fattore tende ad 1, e il primo 
tende a zero, poBBiamo conchiudere ohe il prodotto 
tende a zero, cioè 



4. Si voglia calcolare 






tang^r 



Google 



r 
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Gsaendo tan^ x 


sen a; . , 

= — , SI ha 

COS X 


lim""»^ lim ' ■"■"" 

x=o X cosa' .17 


^liiii 


1 ,. sena? , 
— hm = 1. 

eoa a-. X 


5. Passiamo o 


ra a calcolare ìl limite di 




^-sr 


per n "= ao. N^oì dimoatreremo che tale limite nou 
è altro che il valore della serie convergente 


i+i 





che si chiama la terie esponenziale per una ragione 
che vedremo in seguito. 

ConiÌDoiamo col fissare ad n un valore Anito, e 
chiamiamo ?« la aomma dei primi w + 1 termini 
delle serie, cioè poniamo 



». = i+T,+-- + -j)- 




Emendo 




(-ir— 1-^^::+- 




-^M-:)i> 




-(-:)('-:)■;>•■ '^ 


-.ojlc 



-('-:)" 



icondo membro sono eviUente- 
; coeioGhè se ar è positivo, il 
a somma dì tanti termini po- 
X è Degativo, i termini del se- 
alternativamente positivi e ne- 

caso se noi convertiamo in 
i negativi, verremo ad accre- 
ibro, per modo che indicando 

ohito positivo di X, possiamo 



<i:['- ('-:)•■ 



('-^)]i 






" ' ci. 



iOgle 



Calcolo di alcuni limiti particola: 



onde scriviamo 



11 secondo membro lisulta di n — 1 te 
sitivi; aggiungiamo tutti gli altri infìnìl 
che l'iBultano dalla stessa formola poDet 
valori superiori ad n. 

Allora evidentenieute la diBUguaglian 
forza e si ha 



-(-:r 



-D- . 



La serie del secondo membro ù una i 
vergente, perchè si può subito vedere ci 
pori;o del termine generale 



iit termine precedente 



fi-lJi ■ D,.,„,C,ooglc 
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zero per A = oo ; dunque la serie di 
ha un valore iinUo A: poeaiamo al- 

V n) n 

)ra al limite per w = oc; si vede che 
embro converge a zero, e quindi per 
) GOnchiudere la eg^nagKanza dei due 
irimo membro. Per la dimostrazione 
convergere all' infinito passando per 
positivi; ma si può dimostrare che in 
odo n converj^a air infinito, ai ha sem- 
risultato. Per brevità tralasciamo qae- 



la serie esponenziale diventa 

re è un numero irrazionale compreso 
che si suole indicare colla lettera e, 
dei logaritmi neperiani. Ricaviamo 



e = lim f I + M" ■ 



ricavare di qui una notevole relazione 
3 e, e la serie esponenziale per x qua- 



Calcolo di alcuni limiti particolar, 
Itmquc. Possiamo sciìvere 

lim (l ■ T = lira r/l -f ^\" 



e ponendo 



CoDchiudiamo dunque che la serie espo 
generale non ò cho la potenza x'"" del ni 
6. Dalla forinola 

-(■ r- 

se ne possono ricavare altre. 
Poniamo 



Prendiamo i lo);aritmì neperiami dei due 
e otteniamo 

—» "■ D,.,„,Googlc 



oitolo T. — § 11. 
itamo dalla forinola 
Qifl + '*'Y' = e'^ 
limcDto otteniamo 

logg + OT-^')^ ,, 

m 
Sne nella (a) 

m = rt-w _ 1 

1 4- m = «* 
l-l-mj^y log a 
trasformazioni 

- = loff rt. 

nella fn^; 
= (H- ?//'-! 
f Mi = (1 - ?/> 

-tM) = |l log (1 -f-.V) 



(1 -I- y}-" - 1 . 
log fi + !l) 



Google 



r^ 



Calcolo di alcuni Untiti particolari. 
Ma per (a) 



dunque poaBÌsmo a 



m 



L; Google 
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7>EEIVATB DI UNA FUNZIONE. 



Derivata di una funzione di una sola varia* 

- Sia y:r.f{v) una funzione defimta ia un 
intervallo (a, b), e sfa x un punto di tale 
allo. Consideriamo un altro punto prossimo 
e sia il punto j' ± /(. 

funzione nel punto ■''■ ± h avrà in generale 
lore diverso che nel punto ■'■ ; se la funzione 
;inua, come bieogna supporla in queste con- 
cioni, il valore della differenza o incremento 

fi.'c±h)~f{x) 

quantità che tende a zero quando h tende 
); ma può accadere che il rapporto 
fiù^=th}-f{x : 
±h 

le ò il rapporto di due differenze, quella dei 
della funzione, e quella dei valori delia va- 
j, tenda ad un limite determinato per fi^o; 
3te questo limite indipendente dalla maniera 
quale /( tende a zero, e indipendentemente 
!gno di /(, esso ai chiamerà la derivata della 
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lunzmie nel punto x, o, per uua ragione che ve- 
dremo in seguito, quoziente dtfferensiale nel punto a:. 
Il rapporto 

±k 

per h finito ei suoi chiamare rapparto delle diffe- 
reme OTvero anche rapporto incrementale. 

Se il limite eaiate solo a destra o solo a sinistra 
del ponto x, allora sì avrà la derivata destra, o 
la derivata sinistra di f nel punto a?. Si parlerà 
di derivata senz' altra aggiunta, quando eeietono 
imbedue le derivate destre e sinistre, e inoltre sono 
fra loro eguali. 

8e la funeiooe data ha valore costante in qua- 
lunque punto, è chiaro ohe la aua derivata è zero. 

Cominciamo a vedere quali sono le condizioni 
per l'esistenza della derivata finita e determinata 
iD un punto. Prima di tutto è chiaro che la fuu- 
jdone deve essere continua nel punto; altrimenti 
il numeratore converge ad una quantità finita di 
»6gno determinato, mentre il denominatore con- 
Terge a zero. Quindi il limite del rapporto in quel 
ctóo sarebbe l'infinito, 

E chiaro poi inoltre che la funzione in x deve 
essere finita, perchè ae fosse infinita in ar, allora 
il limite evidentemente sarebbe l'influito. Non deve 
inoltre essere infinita in infiniti punti dì un qua- 
lunque intervallo attorno al punto a-; perchè ab- 
biamo già stahiUto come principio generale che il 
limite deve essere indipendente dalla maniera colla 
(pule ci si avvicina al valore limite della variabile, 
:• qaiadì allora se mi avvicino al punto ^, passando 

Pabcil, Caìealo differtnieidle. n 
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tutti questi tali supposti punti n«i quali la 
^ ±h)e infiiiita, il limite che ottengo dovrebbe 
■re lo stesso di quello che otterrei aTvicinan- 
li in qualunque altra maniera al punto x; ma 
mite che vengo ad ottenere è allora evidente- 
ite l'infinito, perchè il numeratore risulta 
[temente infinito. 
Raccogliendo dunque queste considerazioni pos- 
QO dire: se in impunto la derivata di una futi- 
le esiste ed è finita, la funzione deve essere con- 
ia e finita nel punto, e inoltre deve esistere un 
imo del punto in cui la funzione non sia mai 
nita. 

'ossiamo inoltre far vedere che, amenoohè ti 
yre della derivata non sia zero, la funzione non 
e nell'intorno del punto !^, essere tale che la 
ressione fC-v ± h) — f(^) cambi infinite volte 
legno. 

loi cioè possiamo immaginare delle funzioni per 
[uali in un qualunque intomo dei punto x, pie- 
> a piacere, esistano sempre dei punti in cui 
: ± h) — f(j^) ha valore positivo, e altri punti 
;ui ha valore negativo. 

)ra una funzione cosiffatta o ha la derivata zero, 
ure nou ha derivata determinata. 
In esempio di una tal funzione, ò la funzione 

1 



*er ^: = o, sen -- -- sen w h indeterminato perche 
co infinito potrà avere per termine qualunque 
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puDto della cìrconfereoza. Però per quanto inde- 
terminato, esso sarà sempre (compreso fra — l e+ 1, 

e quindi -e aen per '■ = o possiamo dire che è 

pienamente determinato ed è propriameTite eguale 
a zero. Ora avrifànandosi con x al valore zero, 



e non si può mai trovare uu intervallo per quanto 
piccolo attorno a; = o tale che in esso la funzione 

•i' sen sia sempre positiva o negativa. 

È facile dimostrare quello che abbiamo sopra 
asserito in quanto alla non esistenza di una deri- 
Tata diversa da zero per uni» fiinziouc cosiffattd. 

Giacché per effetto della supposta continuità della 
funzione, noi possiamo dire che anche 

f:x±h,-f{>:) 
considerato come funzione di h h una funzione con- 
tinna; e quindi se col diminuire di /*, tale espres- 
sione cambia infinite volte di segno, essa passerà, 
infinite volte per zero; dunque vi saranno infiniti 
punti, in qualunque intorno del punto x, in cui 
f[x±b).= fx]. 

Cogli stessi principii ultimamente adoperati noi 
possiamo adunque far convergere h a zero, pas- 
sando per tutti tali infiniti punti; e allora in tutti 
(fli stadi del passaggio al limite, essendo il nume- 
ratore del rapporto sempre /ero, sarà zero il limite 
del rapporto. Quindi la derivata ilella funzione o 
è eflTettivamente zero, oppure non esiste detenni'- 



Capitolo II. ■ 



sempre immagrinarfi un tale passaggio 

1 quale il valore de! limite apparisca 

termiuare questa considerazione vo- 
)ra osBerrare che una funzione della 
ata può anche definirai diversamente, 
che in un qualunque intorno del punto x 
cere, possiede sempre infiniti massimi 
nimi. 

se la difi'erenza 

poi diventa positiva passando per zero, 
poi daccapo a zero, ci6 vuol dire che 
ill'essere minore di f ('»'), diventa ad 
per poi superarla, e scendere poi dae- 
jrle eguale ; ora evidentemente, oonsi- 
infiniti valori che la funzione ha nel- 
compreso fra ì due detti punti in cui 

f'x±h)-f{x) = o 

valori a lume tt« ranno un limite Bupe- 
!ap. I § 4), il quale trattandosi dì fuu- 
le sarà l'vedi Gap. I, § 8) propriamente 

per la funzione, e vi sarà quindi uu 
itervallo (il qual punto non potrà ca- 
itremi perchè in eisi f(i>: ± ftj = fC^O 

negli altri puuti iutermedi f(x±h) 

le ipotesi fatte) nel quale f ('^ ± h) 
aprio tale valore massimo. Aaalo^- 
«ederebbe pel minimo. 
tmo che una funzione abbia derivata 

in tutti i punti di un intervallo in 
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Cai essa è finita e contintU ; allora per ogni punto 
di tale interyallo la delirata avrà im determinato 
Talore, e l'atsìeme di tutti questi infiniti valori 
Tarmeranno Una nuova funzione che ai può chia- 
mare la funsione derivata della fnnsione data, e 
ehe si indica con f (31). 

Cerne sì è TÌ8to avanti, la continuitii di una fun- 
zione non è condi/jone sufficiente per conchiudere 
la Bua derivabilità. Una volta invece si erodeva 
tutte le funzioni contìnue essere derivabili. 

Si possono invece trovare funzioni che sono con- 
tinue in tutto un intervallo senza essere mai deri- 
vabili; le funzioni derivabili formano cioè una classe 
ili fnnEÌoni plii ristretta che le funzioni continue. 

Vogliamo ora accennare ad un interesaaiite rap- 
presentazione geometrica della derivata dì una fun- 
zione di una sola variabile in un punto. 



V 

/il» 

OH P P 



Si abbia una funzione // di x che sia rappresen- 
tabile geometricamente mediante un arco ordinario 
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di curva piana come A B (il che del reato non è 
jiossibile per tutte le funzioni : vedi Gap. I § 2). 

Per ogni valore di i^, il valore dell' ordinata t; 
rappresenta la funzione. Consideriamo le ordinate 
corrispondenti alle ascisse op, np'. 

La differenza fra le oi^linate, sia rappresentata 
da Fa, mentre la differenza delle ascisse è rap- 
presentata da pp' ^= Pa. 

Il rapporto incrementale è dato da 

Pa 
che, per lo ordinarie nozioni di trig^onometria, ì- 
eguale alla languente trigonometrica dell'angolo che 
la corda PP della curva fa con Pa ovvero coll'asso 
di •'•'. Ora noi dobbiamo considerare il limite del 
rapporto indicato, quando p' si avvicina a p; il 
che equivale a fare avvicinare P' a F sulla curva. 
5la allora evidentemente la corda PP' diventa la 
tangente alla curva nel punto P; dunque ricaviamo 
questo risultato che: la derivata di una funzione 
per UQ valore x della variabile rappresenta, se la 
funzione è rappresentabile geometricamente, me- 
diante unacurva, la tangente trigonometrica dell'an- 
golo che la. tangente geometrica alla curva nel 
punto di questa che ha per ascissa .r, fa coll'asBe 
delle ascisse. 

Si vede dunque che il problema della ricerea 
della tangente in un punto della curva sì correla 
col calcolo delle derivate, e con esso resta comple- 
tamente risoluto. Ed è appunto il problema famoso 
e fondamentale della ricerca delle tangenti che 
dette occasione a Leibnitz e Newton di scoprire, 
i fondamenti del calcolo differenziale. 
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Per completare le considerazioDi di questo capi- 
tolo occorre CBaminare ciò che accade nella espres- 
sione e nel valore della derivata di una funzione, 
quando o il punto in cui si considera, o la fun- 
zione, ambedue sono l'infinito. 

Se in un punto « la f(-'^) diventa <x> con aegno 
iletermiuato, allora la derivata in quel punto ha 
valore infinito. 

Consideriamo inlatti un punto prossimo al punto a 
per ee. il punto « — Ò; in tal punto la funzione non 
è infinita; consideriamo il quoziente 

h 

Se in questo facciamo convergere /( a zero ab- 
biamo la derivata nel punto (« — B) ; ma se contem- 
poraneamente facciamo convergere anche ò a zero 
abbiamo la derivata nel punto ir. 

Ora si può vedere che si possono sempre sce- 
gliere /t e 3 tali che quel rapporto aia maggiore 
ili qualunque quantità assegnabile. Infatti fissato ò 
eaffici entemen te piccolo, resta fissatoYCrt — Ò^; ora 
potrà prendersi sempre h minore di S e così vicino a 
'che f(a — 5 + h) sia maggiore di qualunque quan- 
tità, perchè per ipotesi /"(a— S-fA) per A = S con- 
verge all'infinito. 

Siccome poi il segno di /" f« — S + h) per un tale h 
e per tutti gli h maggiori ad eaao, ma sempre mi- 
nori di 5, ha sempre segno fisso, altrimenti il li- 
mite di f(«^) per .(■=;oo non sarebbe l'infinito 
con segno determinato, cosi ai potrà sempre tro- 
vare h in modo ohe il rapporto di sopra aia mag- 
giore di qualunque quantità assegnabile, perchè per 
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ique % < 3 esso rapporto sarà maggiore di 



st'ultimo evidentemente puà rendersi, 8ce- 

opportunamente h, mag^^ioi'e di qualunque 

itìi ftsaegnabile. 

ique il limite di quel rapporto ò l'infinito, 

si yolea dimostrare. 

BÌanio ora al caso in cui il punto in cui si 

Ieri la fuuzione sia il punto all'infinito, e la 

ne sia finita in tal punto. 

ara evidentemente la derivata è zèro, perchè 

iieratore del rapporto incrementale è oostan- 

ite zero in tutti gli stadi del passaggio al 

per h = o. 
)gna infine considerare il caso in cui si voglia 
lerare la derivata per x — oo, dove la fun- 
sia anche infinita. 

ara dimostreremo il seguente teorema cono- 
sotto il nome di teorema di Cauchy; che 



e + h)-f{x) ^ 



le la derivata esiste in tal caso, essa non è 

•ilie il limite del rapporto della funzione per 

'iahile. 

lendo presente la rappresentazione geometrica 

derivata, si vede che la considerazione di 

) caso corrisponde alla considerazione delle 

nti nei punti all'infinito delle curve. SI sa 
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dalla geometria analitica che tali tangenti n* 
all'infinito si chiamano gli assintoti. 

Senza dare qui la rigorosa dimostrazione d 
teorema ne pòBsiamo indicare un' altra faci 
ma non molto rigorosa. 

Consideriamo la tangente alla curva in un p 
ili ascissa t; del ramo all'infinito. Tale te 
incontrerà l'asse di x in un pnuto di ascif 

Essendo la derivata la tangente trigonoi 

ilell'angolo PMp, essa sarà eguale al rappo 

eioè- 

i'infinito; allora ao la tangente tende ad ui 
zione limite, cioè se eaiate la derivata finii 
versa da zero per te = co, tale posizione liii 
gherà l'asse di x in un punto a distanza I 

ascissa Xo. 

Nel rapporto vi compariscono due 

f(x) e X, mentre Xo tende alla quantità fir 
Per un teorema sugli infiniti {vedi § 10 
si ha dunque che il limite di tale rapporto è 

al limite di - — perchè aggiungendo al dei 

tore X — Xo che è un infinito, una quantità 
dent« ad una quantità finita^ il limite del n 
non si altera. 

§ 2. Teorami di derivazione per le funzieni ei 
Derivazione per serie. — Le prime quistion 
presentano nel calcolo delle derivate delle I 
sono quelle relative all'espressione della (^ooqle 
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aa funzione composta di altre funzioni fra loro 
Ite dai sejjni di operAzionì analitiche, mediante 
erivfttc (li queste. 

suppone imturalnieiitc che ognuna delle fun- 
i, mediante cui è ooniposta la ilata, abbia de- 
:a determinata. 

a in primo luogo fC'') eguale al prodotto (li 
costante i»pr una funzione di ,'■ cioè 

f(rr) = ,,(^). 
Uova avendosi 

f:x^h)-f{x)_ '■,::,■ + h)~-i{!t) 
h '' I, 

caia elle hi ihriraUi ^i calcola nioìliph'ean<lo 
istante per la dcrirafa dellu funzione. 
abbia la somma di ]>iù funzioni, in numero 

iamo ad .''' l' incremento h e ai ha: 

/■ ^x + h) = ¥, {x + il] + ^s: (a: + k -t... 
ttraendo si ha 

f(. + ;.)-fW = ?, (« + ;,;- T,w + 

videndo per /( e poi passando al limite per 
o si ha 

issiamo cioè conchiudere che il .legno di deri- 
one è invertibile col segno di somma. 
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Come caso particolare: Se due funzioni differi- 
vano per una costante, le loro derivate sono eguali. 
L'iQvertibìlità del eegno di derivazione col segno 
i operazione non più sussiste per il prodotto e il 
[iioziente. Hia 

Dando ad h l' incremento k si ha 

f[x 4- A)=T,(:f+ A)^/iC + A) 
quindi 

/ (* + il) -fix) -= o, [(c -ì- h] f, (x -l- /,)■ - 

- fi (*) ?2 (*) = ?[i (* + '') [?! (* !" '') — ^-l i^ìì + 

Dividendo per k e passando al limite per h ^ n 
ha 

f [X) = (ps (a:) ?,' (.e: + ?, (ir) ?ì' (a:; 

ioè fot derivata del prodotto di due funzioni è 
tuale alla somma dei prodotti della derivata di 
asctina funzione per l'altra funzione. 
Applicando ripetutamente questa regola si può 
:teaere la regola generale: per fare la derivata 
lì prodotto di n funzioni, si fa la derivata di cia- 
ana funzione e si moltiplica per tutte le altre, 
poi sommami tutti gli n prodotti coal formati. 
Si abhia ora 



m -!■':' 



i; Google 



L> Google 
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Ora noi abbiamo ìdeDtìeameDte 

Facesdo coavergere h a zero, anche k ed l con- 
rergoQO a zero, e i limiti dei rapporti 

l l k 

_auD rispettivameiite le derivate y rispetto ad -r, 
riapetto & z^e £ rispetto od x; quindi nel limite 
tteniamo 

oè la derivata rispetto ad x di una funzione y 
già data esplicitamente come funzione dì una 
iriabile z, la quale sia poi a sua v<dta funzione 

X, è eguale al prodotto della derivata di y ri- 
dato a z, per la derivata di 7. rispetto ad x. 
Fùialmente ootuideriamo il caso delle funzioni 
verse. Sia y funziono di ar, tp (.t), e aia tale questa 
ohe si possa, come si dice, invertire, cioè 

possa considerare anche x funzione di ì/. Una 
I» funzione sappiamo che si chiama la finzione 
versa. Come si esprime la derivata della funzione 
rena mediante quella della funzione diretta? 
Si dia ad no l'incremento h con che y acquisti 
iicremento k; è chiaro allora ohe se si dà vice- 
na ad y l'incremento k,\sL y riceverà l'incre- 

pnto h; per modo che il limite del rapporto di 

la derivata della funzione inversa, eome.it limite^ 
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ilei i-ai)i>orto invereo ^ « la derivata della funzione 

diretta. 
Ma ideaticamente 



dunque; la derivata <1Ì una funzione inversa ha 
per valore l'inverna della derivata della funzìont 
diretta. 

L'inversione analitica della funzione si riduce 
ad un'inversione [)uramcQte aritmetica della deri- 
vata. 

La derivata così ottenuta non viene espressa in 
funzione della variabile indipendente ma della fun- 
nione. Per esprimerla in funzione della variabile 
indipendente occorrerebbe effettuare prima !a in- 
versione analitica della fnnzione. 

È notevole in questo punto il fatto che finche 
ci vogliamo limitare alla conoscenza del valore 
della derivata in un punto pel quale si conosca Ìl 
valore della variabile e della funzione, non occorre 
affatto la effettiva inversione analìtica della fun- 
zione. 

Prima di terminare questo paragrafo dobbiamo 
esaminare un caso di una funzione composta di un 
numero infinito dì altre funzioni. 

Nel primo teorema dato in questo parap;rafo sulla 
derivata di una somma, noi abbiamo dovuto sup- 
porre che la somma risultasse di un numero finìt» 
di termini. Se si tratti di un numero infinito dì 
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termioi cioè di nua aerie, allora noi dobbiamo r 

tnrftlmente fare delle conaiderazioni a parte. 
Si abbia la serie convergente 

i eni termini aleno tutti derivabili. 
Formiamo 

f{0^ + k) — f{3~ )_ 



"Il h '" " A 

Per avere ora la derivata dobbiamo passare al 
limite per h='o; so possiamo invertire il seguo 
di limite col segno di aerie, allora possiamo con- 
chiudere che la derivata della serie è e^ale alla 
serie delle derivate dei singoli termini. 

Passando al limite per A = o si ha 



f [x] = - Mn ' (y:) + -Bij ' [x\ 

Quindi se data una quantità " sì potrà sempre 
trovare un indice n tale che K'n (x) sia minore 
di 5, allora possiamo dire che la serie 



i convergente e il suo valore è proprio f''{y). 

Un teorema importante e semplice sulla deriva- 
Bone per serie è il seguente: i^ 
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Se la serie delle derivate è convergente in ugual 
(/rado allora il suo valore è proprio la derivata 
della serie data. 

Per la dimostrazione di questo occorre la cono- 
scenza del teorema del valor medio che sarà svi- 
luppato in un paragrafo seguente. 

SuppoDÌatno ora che si tratti di una serie di 
potenze 

f[x) = at, + aiX + aiX^ + ...^"^On x» . 

Si sa che il campo in cui una serie di potenze 
è convergente è (vedi § 7 Gap. I) quello formato 
dai punti x tali che in valore assoluto sia 



Il segno < pel caso in cui si ha la convergenza 
assolila cioè indipendente dal segno dei termini, 
e il segno = pel caso della convergenza sem- 
plice. 9e la convergenza è assoluta è anche una 
convergenza in ugual grado (v, § 7, Gap. I.) 

Formiamo la serie delle derivate e si ha 

Il campo in cui questa è convergente in ugual 
grado è formato dai punti x pei quali sìa in va- 
lore assoluto (vedi § 7, Gap. I) 



Onde si redi 

campo in cui la 

(ielle derivate è 

il teorema dì aoi 

di mia sene di } 

d^erminalo, si fa 

dei singoli termir 

§ 3. Calcolo del 

' cite più semplici. 

j remo le derivate e 

I considerare come 

[ diante esse poeeoD< 

I dell© funzioni che 

1, Derivata d( 



\ A ba 

\ donde 

h 



i' 
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Notiamo che in quest'ultima esproBsione tutti 
gli altri termini contengono tutti per fattore A, e 
quindi facendo h = o, ai ha 

donde la refcola: per fare la derivata di UDa po- 
tenza rispetto alla sua base si moltiplica l'espo- 
nente per la potenza della base stessa, che ha per 
esponente quello di prima diminuito di un'unità. 

Questa regola vale qualunque sia m, positivo, 
negativo, razionale o irrazionalej infatti la for- 
niola dello sviluppo di {.v + h)'" di cui ci siamo 
serviti vaio per qualunque m potendo sempre sce- 
gliere h così piccolo che - eia minore di 1. 

Se ffi è negativo eguale a — n allora 

/■(.-):!) = — = 37-», 

e applicando la regola di sopra si ha: 

Se »M ~ ^ la funzione è \}x, e la sua derivata è: 

2\l'x 

e se m = - la fiinzione è Vie e la sua derivata 
è eguale a 

" Google 
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Mediante la forinola di sopra può calcolarai ìd- 
iìne la derivata di qualunque funzione razionale, 
Gompoata dj una frazione il cui numeratore e de- 
nominatore sieno dei polinomi interi in x. 

Basterà applicare i teoremi sulle derivate delle 
somme e dei quozienti esplicati nel § precedente. 
2. Derivate delle funzioni circolari. Se 

f(x) = Ben .T 





fia^ + K-fio!) 


!eii(a; + »)- 


-sen.'P 




h 






sen a; oos A + 


eoB a; Ben A — 


sen« 




COBh- 

= sena: - -r 


-1 , Utah 


Per A = BappiatQo 


che i limiti di 




cobA - 
h' 


1 mnh 




sono 


rispettivamente 0, 


e 1 (T. 0«p 


I, § 10) dun 


que 


possiamo scrivere 








u^ri'^"} 


-^'"" ™. 


.V 



cioè la derivata della funzione seno, è il coseno. 
I Col medesimo procedimento possiamo trovare che 

la derivata della funzione coseno è eguale alla 
t funzione xeno ma col segno negativo. 
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Se -fx) —- te*™ — si ha, applicando la re- 

;ola ài derìvazione del quoziente sviluppata nel 
1 precedente. 



cioè la derivata della funzione tangente è eguale 
all'inverso del quadrato del coseno. 

Cobi analogamente la derivala della funsionv 
cotangente è eguale all'inverso del quadrato del 
seno col segno negatiw. 

Consideriaiiio ora le altre due liltimo funzioni 
trigonometriche cipè la secante e la cosecante. 
Si sa dalla trigonometria che 
1 



onde la derivata di sec x sarà 

Ben ic tg a: 

— — i" = ~ - ■ ■ = - sec -T te .T 
eoe'' X eoa ir 

cioè la derivata della secante bÌ forma moltipli- 
candola per la tangente del medesimo arco e po- 
nendo al prodotto il segno negativo. 
Analogamente per la derivata di 
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cii>è la derivata della cosecante ai forma moltipli- 
candola per la cotangente dello eteaso arco. 

3. Derivate delle funzioni logaritmiche ed 
esponenziali. 

Sì abbia prima f(x) eguale al logntitmo ne/>e- 
riatto di x, cioè 

/■(«)= log, a. 

Si ha allora 

f[x + h) - fM log. {X + /<) - log, X 



_,..pt')_,o.(H-*), 



Ma per h ~ 



èli.. 



log.l 
lim ^, — ^ = 1 (v. Gap. I, § 10) 



dunque la derivata di loge x- h cioè la derivata 

della fuHìione. logaritmica neperiana di nttti va- 
\ri<dn{e, è uguale all'inversa ilellu vuriahile desm. 

1 Si tratti ora del logaritmo di base qiuiiumiue tt 
uon neperiano); sia cioè fix) -- logn x, ,^^~ 
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ra rìoordiamo la forinola * 


iog.- = j°-|^-iog.aog. 


di derivando si ha 


1, 

-- logo e 



■t deHvata l'ispettò ad x del logaritmo di 
di X è eguale al logaritmo di base a di e 
lei logaritmi neperiani {v. Gap. I, § 10)] di- 

!)' X, 

bhiano ora da derivare le eopouenziAli a' 
f (x) ^-- «■= il rapporta- inoremeiitale è 



per la forinola (e) del § 11, Gap. I si ha che 
«*— 1 , 

lim ; - loKt (I 

h=o A 



log,«.lt.g.«=i. Google 



Calcolo delle derivate delle fumioni, ecc. 87 



dunque la derirata di o^ è 

ax loge a 

cioè la derivata rispetto all'esponente, dell'espo- 
nenziale di base qualunque a è eguale allo stesso 
esponemiale moltiplicato per il logaritmo nepe- 
riano della base. 

Per o = e si hft cAe la derivata rispetto al- 
Fesponente dell'esponenziale neperiano è. eguale 
allo stesso esponenziale. 

PoBsiamo osservare die la funzione esponenziale 
e la funzione logaritmica sono due funzioni l'uoa 
inversa analiticamente dell'altra, e allora, corno 
sappiamo (t. § preoed.) le loro derivate debbono 
esBere in valore l'una inversa aritmeticamente del- 
l'altra. 

Infatti se 



a- = log y 
It derivata di y rispetto ad ^' è e^ e la derivata 
di X rispetto ad w è — cioè - -. 

4. Derivate delle funzioni circolari iuverse. 

Chiamiamo funzioni circolari inverse le funzioni 
inverse delle funzioni circolari sen v, cob a:, t;^ a- ete. 

Vediamo prima di tutto se è possibile e come 
considerare l'arco come funzione del suo seno. 

È chiai-o che dato il seno di un arco, vi sono 
io finiti archi che hanno tutti quel medesimo seno, 
quindi dato il seno di un arco, questo non è de- 
terminato ooÌTOcamente. Però se noi poniamo 
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che l'arco debba essere oompreao sempre fra i due 
■ valori 



dove m possa essere un qualuuquu Jiumero intero 
positivo negativo, allora è chiaro che vi sarà 
un unico arco che ha per seno la quantità data, 
perchè fra tali due valori non esistono due archi 
aventi lo stesso seno, come ai sa dalla trigono- 
metria. La funzione così formata la indichiamo 
col simbolo 

,'/ = are sen x 

che significa l'arco compreso fra i limiti detti, il 
cui seno è a,'. La variabile x è data da a^ =" aen y. 
Per trovare la derivata di una tale funzione ci 
serviamo del teorema delle funzioni inverse (§ 2, 
Gap. II). La derivata della funzione diretta sen y 
è co8 y ; dunque la derivata di y rispetto ad ^ è 

(espresso in w) eguale ad , 

'^ ' " cos y 

3e vogliamo esprimere tale derivata mediante 
la variabile a-, non c'è che ricavare il valore di 
cos y dalla relazione x = sen y. Si ricava 

y/ 1 — a;* = cOB ?/, 

e quindi la derivata di are sen r ? 
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A prima TÌBta tale espressione ha una ine 
iiiìnazione nel aegno. Ma ai può subito ricono 
che, per le ipotesi fatte, resta fissato univocai 
il tiegno da prendere per il radicale. Infa 
l'arco y deve prendersi fra i limiti indicati 
coseno sarà sempre positivo, se m è un nu 
dispari, e sempre negativo bc di è un numero 
onde secondo il valore che si fissa per m 
gaerà prendere per il radicale un seguo pìut 
che l'altro. 

Considerazioni analoghe possiamo fare per 
versa della funzione coseno. 9e .'<? = eoa y, 
analoghe considerazioni di sopra, si può v( 
che y può definirsi come funzione di ^\ ii 
campo di variabilità di y che si estenda 

da m T. sino a (m + 1) ^ 
dove m sia un numero intero positivo e negi 

Una tale funzione là indichiamo con 



t derivata rispetto a -e sarà 



sen y Vi — jv* 

Anche qui k indeterminazione del segn< 
radicale si risolve osservando che per tale ci 
di vitriabilità di j/, la funzione sen ;/ ù sempr< 
sitÌTa se »i è pari, ed è sempre negativa se 
dispari. 

Si vede quindi ohe, a mono del seipio. le 
vate delle due funzioni 

are sen x, are eoa ■>-• ,-. , 

Liooglc 
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80QO eguali in valore assoluto; questo risultato si 
potea prevedere, perchè è facile vedere che per 
uno stesBO x, o la somma o la differenza di 
quelle dne funzioni è una quantità costante del 



tipo 


2r«., dove 


r è un uumero 


intero 


Per la fnuzione 


inversa di 








« = tgy 





possiamo fare le atesse considerazioni, e ricavare 
che tale funzione inversa che indicheremo con 



è definita in un campo di variabilità che si es- 
tenda o 

, 2m-i-l . 2m + 3 
da^-- «smoj.^-. 

ovvero anche 

da »i K sino a («t + 1) t. 

Uà tali intervalli bisogna poi ancora togliere Ì 
punti in oui la ^ diventa infinita; tali punti sono 
gli estremi del primo intervallo, e il punto medio 

del secondo cioè il punto 



,^(.-..^). 



In tale nltimo punto la x diventa infinita di 
segno indeterminato, secondochò mi avvicmo a tal 
valore da destra o da sinistra. 

Colle analoghe considerazioni si trova infine che 
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Cobi Bimilmeiite la derivata di arco cotangente ■•- 

FoBBÌamo fare l' osservazione imiwrtante elio 
mentre il logaritmo, e le funzioni circolari in- 
verse sono funzioni traecendenti, le loro derirate 
sono inveoe funzioni al^briohe. 

Facciamo ora alcune applicaziom delle formole 
sviluppate in questo paragrafo e nel precedente. 

Si ha la formola 
sen i~c + a) = sen -e cos a + cos a' sen a. 

Derivando rispetto ad -v si ha 

COB (a: ì- a) = cos x eoa a — aen x sen a 

che è un'altra nota forinola di trigonometria. 

Consideriamo la sene esponenziale (v. § 11, 
Gap. I) 



in un intervallo da .^ = a sino a x =^ b. 

Per fissare le idee supponiamo che a e b sìeno 
positivi e sia 6 > a. 

In tale intervallo tale serie è convergente in 
ugual grado, perchè la serie esponenziale è con- 
vergente per qualunque valore di x; ora il mas- 
simo valore assoluto che neirintervalto acquista il 

termine — r lo acquista, per le ipotesi fatte, por 

il valore w = h; quindi se noi consideriamo la 
serie dei moBain)) valori dei termini, queBta serie 
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)|>rìo la stessa serie esponenziale per .); = &, 
ludi è una serie convergente; di qui, per un 
ma citiito nel § 7, Gap. I, si rJoava che la 
data in tutto l'intervallo è convergente m 
l grado. 
rmiamo la serie delle deriTate, e si liu 



la stessa serie data, e quindi la serie delle 
nte 6 una serie convergente in ugual grado; 
m teorema del g precedente essa sarà allora 
unente la derivata della serie. Oiò significa 
a derivata di e-'' è la stessa e', n'sultato che 
iltra via già conosciamo. 
t. Funzioni aventi derivata in un intervatio; 
ma di Bolle; teorema del valore medio e suoi 
lari. 

maginiamo una funzione y^fi^), sempre 
i e che abbia derivata determinata e finita in 
•atto da Xu sino ad ■■ o + h. 
i vogliamo esaminare in questo paragrafo 
relazioni fondamentali che esistono fra ì va- 
Iella funzione e i valori della derivata. 
nsideriamo i valori che la funzione ha nell'in- 
Ilo; e di tali valori consideriamone il limite 
•iore che, per effetto della continuità della 
one, sarà precisamente un massimo per la 
one, cioè vi sarà nell' intervallo (compresi gli 
mi) uti punto in cui la funzione acquista tal 
■e. 

'eudo supposto che la funzione è sempre finita, 
;o maesiino non potrà essere l'infinito. 
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Nella stessa maniera consideriamo il minimo 
della funzione. Ora possono accadere questi casi, 
cioè questo miuimo e questo masaimo capitano 
l'uDo iu estremo e Taltro nell'altro estremo (ìell'iii- 
tervallo; ovvero, uno capita in un estremo, e l'altro 
(lapita in uu punto intermedio, ovvero tinnlmento 
capitano ambedue in punti intermedi. 

E chiaro che se nei due estremi la funzione ha 
il medesimo valore, allora, amenochè la funzione 
non sia costante, uno dei due almeno, o il mi- 
nimo o il massimo, deve certamente capitare in 
un punto intermedio deli' intervallo. 

Ora possiamo subito far vedere che se un mi- 
uimo un massimo capita in un punto intermedio, 
allora la derivata in quel punto è sero. 

G-iaochè se ai è un tale punto p. es- di massimo 
e se consideriamo le due dilferenze 

/'(',-»)-/('•■). /■(■■-.H-'.) -fM 

è evidente ohe esse sodo ambidue negative perchè 
fi^i) è maggiore di qualunque altro valore della 
funzione; dunque dividendo la prima differenza 
per — A, e la seconda per j- A, si hanno due rap- 
porti che, per tendere di A a zero, si conservano 
costantemente di segno eoutrario ; ma i loro limiti 
devono essere eguali, perchè debbono rappreseli- . 
tare la derivata della funzione in j-j, laqualede- 
rivata noi supponiamo che esiste, dunque tali li- 
miti non possono che essere zero, perchè se il 
limite del primo rapporto foaae p. es. una quantità 
positiva, esso non potrebbe anche essere limite 
del secondo rapporto il quale in qualunque stadio 
del valore di A è sempre di segno negativo. ^ 
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Jonsiderìsmo ora il caso iu cui la funzione 
lia lo stoBBo valore nei due punti estremi del- 
tervallo. 

>a una osservazioue fatta sopra risulta ohe nel- 
\terno dell'intervallo esisterà certamente allora 
punto in cui la funzione è massima o minima, 
piindì, per il teorema ora dimostrato, eKÌsterà 
punto in cui la derivata della funzione è zero. 
tuesto teorema è conosciuto sotto il nome di 
■ema di Bolle. Nell'algebra esso si dimostra 

le semplicissime funzioni razionali intere ; esso 
iduce cioè al teorema, che fra due radici di 
equazione algebrica eeiete sempre una radice 
la prima derivata. 

'er questo teorema dobbiamo ammettere che 
Funzione non diventi inai infinita nell'intervallo 
imenti potrebbe avere eguaìi valori agli estremi, 
za avere la derivata zero in nessun punto in- 
nedio. Ciò non toglie però cbe possano imma- 
arsi dei casi in cui la funzione pur diventando 
nita in un punto dell'intervallo ha la sua de- 
tta zero in un altro punto dell' intervallo stesao. 
(ediante questo teorema possiamo dimostrare 
ilio cosìdetto del valore medio. Noi poasiamo 

vedere ohe il rapporto delle differenze della 
zione e della variabile nei punti estremi del- 
itervallo si può esprimere mediante la derivata 
m punto intermedio dell'intervallo stesso. 
Consideriamo la funzione 



fixì- 
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Questa funzione si annulla nei due punti est 
dell'intervallo cioè nei punti x - j-o, x = a-^ - 

Per il teorema di Rolle si ha dunque che 
l'interno dell'interTallo esisterà un punto io 
la derivata della funzione è zero. 

L'ascissa in tal punto sarà compresa fra le 
aacisso ^o , -i^o + A; rappresentando con t un 
mero compreso fra e 1, l' ascissa di tal p 
sarà della forma fTo + h. Intanto la derivata i 
funzione soprascritta è 

f.W_n^-_±:^L-/'J?-l. 

(iDuque possiamo scrivere 
donde 

Da questa formola che ci servirà spesso in 
gnito, si possono ricavare alcune consegnenzi 

Immaginiamo che una funzione in tutto u) 
tervallo rfa a » b abbia la sua derivata set. 
eguale a zero. Allora è chiaro che scegliendo 
qualunque punti di tale intervallo, e applio 
la formola superiore, il secondo membro è i 
pre zero, qualunque sieno i due punti ■■•■o + } 
scelti; quindi qualunque sieno tali punti s 
sempre 

f(W,)=fi.Co+k) 

«ioè 1» fimaione è costante in tutto l'intelai .^ 
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e quindi due funzioni f(^),ff{^) hanno deri- 
' eguali in tutti i putUi di un intervallo, poiché 
oro differenza ha allora derivata zero, le due 
eiùni date differiranno per una eostante- 
1 così se la derivata di una funzione è costante 
•ile a A, poiché la funzione lineare ^ .i; ha 
he per derivata A in qualunque punto f, sì 
che la funzione data sarà eguale ad A x più 

costante. 
'alia. Bteeaa forinola ai può ricavare quest'altro 
Itato; che cioè se in tutto un intervallo la 
vata di una funzione non è mai negativa, 
ra non si potranno mai trovare due punti 
:^'n H" A (il secondo più a destra del primo, 
k essenzialmente positivo) tali che f{Xo) sta 
'giore di fi^a -\-h). Altrimenti applicando la 
loia superiore, si troverebbe un punto in cui 
f) è negativa. 

obliamo ora notare quale aignifioato geome- 
) hanno i teoremi fondamentali di questo pa- 
rafo- 

er una funzione che ammette una rappreaen- 
one geometrica mediante una curva, il teorema 
lolle viene a dire che. fra due punti di una 
l'a continua, in cui l'ordinata ha lo stesso va- 
, esiate certamente almeno un punto in cui la 
i:ente ù parallela all'asse di '>". 

teorema del valore medio ei può poi facil- 
ite interpretare geometricamente come seg^e: 
'intemo di un arno di una curva continua 
be certamente almeno un punto nel quale la 
fente alla curva è parallela alla corda. 9i vede 
questo teorema non è che un caso piil gene- 
dei teorema di Rolle. 



r^ - 
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Prima di terminare questo paragrafo vogliamo 
Care un'osBerrazione riguardo alla continuità della 
derirata di una funzione. 

Se la funzione f(po) ammette derivata in tutto 
l'intervallo da a a b, ciò non basta per conchin- 
dere che la derivata è una funzione continua. 
I 1 

Infatti la fonzione ce' sen — ha per derivata in 

un punto X diverso da zero la eepressione 

1 1 

Sicsen eoa - 



mentre che nel punto ■'« = o ha per derivata 

A* Ben -i — , 

,. A ' 

Imi z — 



e il valore zero non è il limite delia prima eapree- 
aione per x = o, perchè questa per x = o non ha 
alcun limite determinato. 

91 potrebbe credere che la formola del teorema 
del valore medio, cioè 

f{x+h)-f{m) 
h 



= f'{x + fih) 



possa dimostrare che f è continua nel punto x; 
perchè passando ni limite per h^o il primo 
membro diventa la derivata di f[->:) in a\ e il 
secondo è il limite della derivata. Però bisogna 
osservare ohe nel secondo membro c'è la espres- 
rìone numerica ignota 0, sulla qnale non sappiamo 
altro se non che è compresa fra e 1; ora se 
I l'AfCAL, Calcato diffei-tiizialt. 7 
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facendo conrergere h a zero con coDtÌDuità, anobe 
il 9 A converge con continuità a zero, allora noi 
ne potremmo dedurre efTettiTamento il teorema 
della continuità della derivata; ma in generale 
il 8 A col convergere di A a zero, convergerà a 
zero saltuariamente, pot«ndo ammettere che ^ ofm 
sia una funzione continua di A; e allora noi pos- 
siamo solo dire che la derivata di / in ^, è eguale 
al limite dei valori che la derivata ha in una 
certa successione di punti ohe hanno per punto 
limite il punto ir. 

Ora ciò non basta per poter conohiudere che 
la derivata è una funzione continua in n-; perchè 
il suo valore in ^^ dovrebbe essere non solo il 
limite dei suoi valori in una certa speciule suc- 
ceasione di punti, ma in qtialunque successione di 
punti. 

% 5. 0iff8f«nziali. Notazione fondamentale per 
la derivata. Derivate e differenziali di ordine su- 
periore. — Da ora in poi per indicare un incre- 
mento dato ad una variabile adopereremo la let- 
tera A messa davanti alla variabile; quindi A a.' 
rappresenterà un incremento finito e determinato 
assegnato alla variabile jc, cioè la differenza fra 
due valori consecutivi di j: 

Indicheremo con ^/'(■^) la differenza dei due 
valori corrispondenti di f(')\ P^f modo che il 
rapporto ìncrtmentale o delle differente. Ai cui ù 
parla nel § 1, resta espresso in simboli colla for- 
mola 



Google 
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Il limite di questo rapporto per \x-^o h\& 
derivata della funzione; ora noi tale derivata la 
rolliamo esprimere anche come quoziente di due 
quantità che indioberemo rispettivamente con d y 
e dx, e, poiché una di tali quantità resta a nostro 
arbitrio, cosi vof^liamo intendere che dx rappre- 
wQti proprio un incremento dato alla variabile 
indipendente, cioè aia lo stesso A.j;; un tale in- 
cremento lo chiamiamo il differenziale della va- 
riabile indipendente, e allora il r^ ^ resta determi- 
nato e definito dalla formola 



«oè iufiue come il prodotto della derivata della 
funzione per il differenziale della variabile indi- 



li «2 j/ Io chiameremo il differenziale della fun- 
zione, osservando però che esso, a differenza del 
differenziale della variabile indipendente, non rap- 
presenta in generale propriamente l'incremento 
della funzione. 

La derivata allora resta espressa come il quo- 
aente di quelle due espressioni che abbiamo chia- 
mate differenziali, della funzione e della variabile. 

La notazione -;-■ per la derivata di if rispetto 
■d ar, è una notazione fondamentale che sarà con- 
iHnuamente adoperata. v,,(nu>lc 
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Se però il differenziale della funzione non rap- 
esenta proprio l'incremento della funzione quando 
•v si dà l'incremento da; come lo rappresen- 
ra il aimbolo /^ y, eeeo d'altra parte ha un'assai 
Ima relazione con tale incremento. 
Per il teorema del valore medio sviluppato al 
; si ha 



\f{x) = f[x-\-dx)-fix) = hf'{x-\-fìd .«). 

Ora supponiamo che la funzione f (x) sia ìtm 
mione continua di a--; allora il valore di f nel 
nto x + ^dx, differirà dal valore H f io x di 
a quantità che tende a zero insieme con d r, cioè 
ssiamo dire che in tale ipotesi 

f'i-v r d X) =f {a:) i- <» ; 

icndo «> una quantità che tende a zero con d j'. 
Onde , 

^fix) = dxf■{J^)^<,>dx. ■ 

Essendo "> un infinitesimo per d x = o, si ha 
e il prodotto itdx è un infinitesimo di ordine 
periore rispetto a da:; ed essendo poi per defi- 
iione 

ha 

ve i è un infinitesimo di ordine auperioi-e ri- 
atto a d-v. Possiamo dunque diie che per le 
mloni le cui derivate sono continue, il diffe- 
'iziale dij della funzione non i^ffppie^enhi prò- 



Differenziali. Notazione fondamentale, ecc 



prio l'incremento che riceve la funzione pe 
cremento dw della variabile, ma però di} 
da tale incretttento di un infinitesimo di 
superiore. 

Si può poi osaervare che se la funzione 
lineare allora l'incremento delta funzione et 
col differenziale. Questa osservazione ci sai 
in seguito. 

Se la prima derivata f (j^) è una funzior 
tinua di ^, essa potrà eesere anche derivai: 
un punto, anche in un intervallo, e allon 
la seconda derivata della funzione che si 
eoa f (-1"), e così continuando si può otter 
«""* derivata che si indica con p.">{x). 

Abbiamo detto a buo luo^o che condizio 
ceaaarìe perchè esista la derivata di una fu 
in un punto sono che la funzione sia co 
nel punto, e eia finita in un intorno del p 

Perchè dunque esista la derivata secondi 
punto è necessario che la derivata prima si 
tinua in quel punto, ed esista e sia proprie 
finita in un intorno di quel punto. 

Ma perchè la derivata prima esista in i 
torno, è necessario a sua volta che la funzi< 
continua in tutto un tale intorno; dunque [ 
sistenza della derivata seconda in un punte 
ceBsario che la funzione e la derivata prime 
Unite in un intorno del punto; e inoltre ■ 
funzione sia continua nello stesso intorno, 
la derivata prima sia continua solo nel pui 

Così ragionando si trova che le condizio 
cessarle perchè esìsta in un punto la deriva 
sono che la funzione e le sue derivata;^:;QQo|t' 
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qaella di ordine » — 1 sieno finite in un intorno 
del punto; che la funzione e le sue derivate aino 
a quella di ordine n ~2 sieno continue ìu un in- 
torno del punto, e finalmente che la derivata di 
ordine n — ì sia continua nel punto. 

In relazione al concetto di derivata n*", dob- 
biamo introdnrre quello di differenziale «""'. 

Vediamo prima di tutto che cosa vogliamo in- 
tendere per differenziale di ordine superiore della 
variabile indipendente. 

Per differenziale di 1° ordine della variabile in- 
dipendente, noi intendiamo, come abbiamo detto, 
un incremento dato alla variabile indipendente. 
Per ogni valore di ic noi possiamo intendere di 
fissare arbitrariamente il differenziale d x, il quale 
viene così ad essere determinato come una fun- 
zione dì ^, arbitrariamente stabilita. Di tale fun- 
zione noi possiamo calcolare il differenziale che 
sarà eguale alla derivata di dx rispetto ad oi\ 
moltiplicata per da;; questo differenziale che in- 
dichiamo con 

d{dx)~d*,->^=--^ dx 
ax 

sarà il differenziale secondo di ■'>'. Per le cose 
stabilite sopra, questo differenziale secondo di ^r 
sarà, a meno di infinitesimi di ordine superiore, 
l'incremento ohe riceve la quantità d,*" quando 
passo dal punto a; al punto ùs + dx. 

Se io immagino che per ogni punto x il diffe- 
renziale è sempre costante, il che lo posso fare 
perchè è a mio arbitrio la scelta di d x per ogni x 
dato, allora evidentemente, essendo zero la deri- 



r 
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rata di dx rispetto a o:, sarà zero il differenziale 
secondo. 

Le definizioDÌ del differenziale terzo, quarto, ecc. 
Bono le analof^he di quelle date pel differeoziale 
secoado ; noi cioè intenderemo per differenziale 
terzo il differenziale del differenziale secondo, e 
così di se^ito. 

Passiamo ora ai differenziali di ordine supe- 
riore della funzione. Intenderemo sempre per dif- 
ferenziale di 2" ordine della funzione il differen- 
ziale del differenziale primo che è 
dy = ria;)dct. 

Sseguendo questo differenziale che indicheremo 
con ij*^ si ha 

didy) = d*y=^f"{.v)dx --f'ixì^^^^dx 

= f'{r)d^' + f{x)d^T. 

Se si sceglie costante il differenziale-primo della 
rariabìle indipendente, allora, come abbiamo detto 
avanti, il d^sc^o, e resta 

d*v = f'{ai)da-^ 

donde 

fi ■■ — '^ll 
' ''"' da^ 

donde si yede che la derivata seconda della ftm- 
zione è eguale al quoziente del differenziale se- 
condo della funzione per il quadrato del diffe- 
renziale primo della variabile indipendente, se è 
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^te per tutti t punti x tale differenziale 

Ila stessa maniera si Tede che, se è costante 
ferenziale primo della variabile indipendente, 
feremiale n'"" della funzione, è eguale al 
ttto della derivata n"^ per la potenza n"*" 

■ifferenziale primo della variabile indipen- 

notazione 



a derivata n'"" della funzione sarà in seguito 
srata costantemente; essa è uaa notazione 
.mentale. 

noBtrìamo ora due teoremi sulle deiÌTate di 
e superiore di una funzione composta di altre 
ini. 
in primo luogo f{x) data come somma di 
unzioni 

f » = ?l (■'•) + Tii (■'T; + . . . . + ?.. 'ù:). 

>piamo che la derÌTata prima di f{^) è eguale 
lomma delle derivate prime di «„ ?2 . . . <fm. 
evidente allora che riapplicando la deriva- 
si ha che la derivata seconda di f, è eguale 
lomma delle derivate seconde delle ?, è così 
nerale, la derivata n""* di f è eguale alla 
a delle davate n*"' delle 9. 
in secondo 

;'(a') = ?,f^)?*(*-)Googlc 
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Noi sappiamo come si forma la derìTat£ 
del prodotto di due funzioni ; domandiamo 
una formola egualmente semplice per 1 
vata n"" del prodotto di due funzioni? 

Possiamo subito trovare questa formola 
diamo ad applicare consecutivamente que 
^ià conosciamo sulla derivata prima. 
Si ha: 

f{x) = <i\{.x)^^(x)-}-<^,(x)<i\[.r,] 
/■■'(a:) = 9j"{.r)?^(3;) + 2?i'(.T)V(^) + Ti(^ 
f '" [«) - ?,'" (^) ?. (*) + 3 ?," (*) ?; (X) + 
+ 3?/ (■«)<' W-!-?i» 



Da queste formolo ai intravede quale 

legge di formazione della formola general 

Vogliamo dimostrare che in generale 

dove i coefficienti numerici (n), (n^a . , . n 
altro che i coefficienti bioomiali del nut 
Questa formola si chiama la formola di L 
Per dimostrare questa asserzione facciamo 
che se questa formola vale per l'ordine 
varrà per l'ordine n, se cioè si ha 

+ («-l)i<p,('-2^(a:)?ì'(x 

si a.Trà anche la formola analogn a quee 
tando n — 1 in ». 



Google 
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Derivando infatti primo e secondo membro 8i ha : 

+ri+(»-i),]fi<"-"(^)w(«) + 

+ [in - l\ + (« - 1),] fi'"-") (ff) ft" («)+.... 
= i" \{n - l)t-, + {« - l)i-l ?,("-*) {x) ?/■ (r). 

Ora dalla teoria dei coefficienti binomiali si ha 
la relazione, ohe del regto si verifica facilmente: 

dunque 

che è appunto una formola dello stesso tipo dì 
quella che abbiamo supposta per l'ordine n — 1. 

Formiamo ora le derivate di ordine superiore 
di alcune delle ordinarie funzioni. 

Per 

è chiaro ohe 

f») {cc) = m.{m-\,...[m-n + 1) x«*'". 

Se ffl è intero positivo, la derivata m""" è eguale 
a m! e le altre derivate di ordine mag^^ore di tn 
sono zero. 

Per 

f{rc) = imx Google 



I 
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si ha, pei risaltati già noti, 

f (.c} = eos.'r 
f {x) = - sen r 
f " {as) = - cofl v 
/■("■) (.t) = sen X 

cioè alta quarta derivazione si riproduce la fun- 
zione dalla quale siamo partiti. Lo eteeao si ve- 
rifica per la funeione coseno, come è facile rico- 



PoBsiamo porre la derivata di ordine n della 
funzione seno, sotto una forma ohe valga qualun- 
(]ae sia il numero n. Perciì> osserviamo ohe 

f'{x) = coBZ =!Ben(fl;+ ^j 
f" {x) = — aen « = seni a; + 2 . - ' j 
/""(*) a - cosa; = seni» + 3 ||; 

in jrenerale si avrà dunque 
rf" Ben 

' dx" 

e aoalogwnente 

d" COBX { t \ 

<*-^ ^ ^' Google 



h-D 



Capitolo IL - § 6. 



§ 6. Derivate parziali e differenziali delle fumimi 
ptii variabili indipendenti. Il teorema del diffe- 
nziale totale. — Si abbia ana funzione y con- 
ma di più variabili ^i •c^ . . . .t„. Poniamo per 
■i"! . . . ■'^B dei valori determinati aj « 3 . . . a» ; al- 
ra la y resta funzione solo della variabile ^1, f 
>BBÌamo trovare la derivata di y rispetto ad ^j 
il punto a:j = a^. Tale derivata, ae esiste, la ehia- 
eremo la derivata parziale di y rispetto alla va- 
ibile 'T, e sì indicherà colla notazione 



dif 



ra alla derivata di una funzione di ana variabile 
la, per la diversa forma delle d e d. 
Questa notazione fu introdotta da Jacobi, 
Si può anche adoperare la notazione fx„ fx, ecc. 
Si noti nhe per il calcolo delle derivate parziali 
un punto bisogna seguire la via indicata, cior 
>rre prima, per tutte le altre variabili i valori 
He coordinate corrispondenti del punto, e poi 
eguire la derivazione rispetto all'unica variabile 
nasta. Facendo diversamente si potrebbe trovare 
1 valore diverso e quindi falso. Il più delle volte 
rò basterà eseguire la derivazione rispetto ad una 
.riabile considerando semplicemente le altre come 
stanti senza curarsi di sostituire per queBte ul- 
ne i valori delle coordinate del punto in cui si 
iole la derivata ; nella forinola generale così avuta 
stituendo i valori di tutte le coordinate del punto 



r_ 
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sì ha il valore richiesto della derivata. Questo 
metodo però, lo abbiamo già detto, potrebbe dar 
luogo ad un risultato falso. 
Per mostrare ciò conaideriamo la funzione: 



= +\/a 



Le derivate parziali dì questa funziono in un 
punto di coordinate qualunque ^i — «i, ■■■^ = a, {di- 
verse da zero) sono 

df/ ^(_3, \ dv I ^j_ \ 

cioè 

do ^_ «1 .^/. ^. «^ 

d x^ Vv + <^2- ^ ^^ v'oi' + ft,- 

e queste formole, come si vede, si potrebbero ri- 
cavare procedendo con ambo i metodi indicati 
sopra. 

8e invece vogliamo la derivata parziale rispetto 
ad aTj nel punto {^i i— o a;j = o), e tale derivata 
la ricaTÌamo dalla furmola 

dìl _ ■■^i 



sostituendo per lo variabili i valori 0,U, abbiamo 

il valore - : ma ae procediamo col metodo iudi- 

o 
cato nella definizione, cioè poniamo prima nella 
funzione -'-i ^ o, e poi nella fuoKionc di iCj così 
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ottenuta cioè in y ^^^i eseg;iiiamo la derivata ri- 
spetto ad iTi, si ba il valore 1, che è danque il 
vero valore della derivata parziale. 

Supponeado che per una fuQzìone eeiatano le 
derivate parziali in tutti Ì punti di un campo, re- 
stano dunque in tal campo definite n altre fun- 
zioni di H variabili che sono le n derivate parziali 
di 1" ordine. 

Dobbiamo ora introdurre anche per le funzioni 
di più variabili il concetto di differenziale. 

Moltiplichiamo la derivata parziale per il diffe- 
renziale della variabile x, cui essa si rifMisce, e 
questo prodotto lo indicheremo come il differen- 
ziale parziale della funziono rispetto a quella va- 
riabile. Per le cose dette sulle funzioni di una sola 
variabile, è chiaro che tal differenziale parziale 
della funzione, differirà per infinitesimi di ordine 
superiore (se la derivata parziale ò una funzione 
continua di x^ dall'incremento che riceve la fun- 
zione quando f^i riceve l'incremento dx^. 

In generale indicheremo come differenziale par- 
ziale rispetto alle r variabili !r^w.,...Xr la somma 
di tutti i differenziali parziali rispetto a ciascuna 
variabile, e come differenziale totale della funzione 
la somma di tutti i differenziali parziali rispetto a 
tutte le variabili. 

E potremo dimostrare che queste espressioni 
sotto certe condizioni godono sempre della pro- 
prietà fondamentale, di rappresentare ctoò, a meno 
di infinitesimi di ordine superiore, gli increuienti 
che riceve la funzione quando alle variabili si 
danno contemporaneamente gli incrementi rap- 
presentati dai loro difForenzìalì. 
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Per semplicità consideriamo il caso di due va- 
riabili ^1 ^4 indipendeoti, e coDsideriamo ['incre- 
mento 

^/'^■/■(^i + dir, , .r. + dir,ì-/'(.r, ars) 

della funzione quando alle variabili si danno gli 
inorementi rfa^j, dx,. 
Tale differenza può scriversi 

Ifir^+da^ , Ti + dir,)-f{xt , x. + dx)]. 

Per il teorema del valore medio per le funzioni 
di una sola variabile, la quantità racchiusa nella 
prima parentesi, che è la differenza fra i valori 
della fimzione quando si fa variare solo il primo 
argomento, può scriversi: 

e analogamente la quantità racchiusa nella seconda 
parentesi può scriversi 

d^if^^A^i , Xi + b'dx^) 

Supponendo ora che le due derivate parziali 
aienù delle funzioni continue di a', , a-, , noi pos- 
siamo scrivere 

/"x, («1 + 9 rfar,, Hi +dXi)= f'^, (xi x^) + a 

/"*.(«! , 3Js + 6'd3ra) = r^,(r,3-,) + p 

dove a P sono delle quantità che tendono a zero in- 
sieme con dxjdx,, per modo ohe^da^i, pda^t sono 
infinitesimi di ordine superiore rispetto a. (l-"i ijj-, . 
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Sostituendo dunque si ha 

i /■ = M .«, /»«, fe n) + ■*•», /"^ K -"•)] + 

-V'j'dXi + ^dxi, 

h quale forinola dimostra l'aasuuto. 

Questa forinola costituisce i! teorema cosiddetto 
(lei differenziale totale. 

Osserviamo che noi abbiamo messo per la sus- 
sistenza di questa formola la condizione della COD- 
tinuita delle due derivate parziali. Tale coatiauità 
possiamo dire che rappresenta una condizione suiG- 
cionte ma non una condizione necessaria. 

Ud osservazione simile capita sempre in tutte 
queste considerazioni. 

§ 7 Derivate e differenziali di ordine superiore 
per le funzioni di più variabili indipendenti. Tee- 
rema d'inversione delle derivazioni. — 8e una fun- 
zione di più variabili ammette le derivate parziali 
di primo ordine in tutti i punti di un campo, queste 
formeranno a loro volta n nuove funzioni delle 
stesse n variabili. 

Potranno dunque derivarsi a loro volta, e si hanno 
così le derivate parziali di secondo ordine della 
fuuzione data. 

Partiamo per es. dalla derivata parziale 

dj 

Questa la possiamo derivare parzialmente rispetto 
a ciascuna delle variabili e abbiamo n derivato 
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parziali di eecondo ordine che indicheremo riepet- 
tirameate coi simboli: 

ixAdxJ 3x," d^AdxJ' d-rud^]'"" 
Coi simbolo 

itenderemo che si deve prima fare la deripazione 
spetto a iT^i e poi quella rispetto a ^t. 

Se deriviamo la r — rispetto a a?, abbiamo la 

ìnvata .^ ^ „^ . 

Sotto certe condizioni per le funzioni e per le 
le derivate, si paò dimostrare che 

oè che l'ordine delle derivazioni è arbitrario, e 
a costituisce il teorema fondunentale della in- 
versione delle derivazioni. 

Cominciamo a vedere sotto quali condizioni pu<> 
verificarsi la superiore eguaglianza. 



, gg) - fjXi gg) 



«AI., Calcelo difftrtmiale. 



Coogic 
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indi 



— = lim lira 
~^' A 3!, A a-, 



s= lim lim 

si intende che bisogna prima passare al lì- 
per A iTj ^ o e poi per A .r, =r o. 

■■ invece esegmamo x -~ — si troTa un espres- 

I eguale, ma dove però bisogna passare al li- 
prima per A j»j = e poi per A x^ =- o. In quali 
aeH'espreaaioQe di sopra sarà indifferente paa- 
prima al limite per 4 a;, = o e poi per A .■e, =« 
seversa? 
inìamo per nn momento 

r(.r,i,)_/(a:, + l»„»,)-. ^(», »,) 

evidentemente 

*i) " f (*i +^'"1 , 3^8 + i O - /■>, + A ir, «.) - 

= ''('., ", + »»■,)- re», »,). ' 
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Inoltre per il teorema del valore medio si ha: 

= ^x^ Afl-g f'x^ X, (ir, J- 9 43?, , a-j + 9' ia?,) 

OsBerriamo che per potere ottenere questa for- 
inola è stato necessario applicare due volte il teo- 
rema del valor medio, e quindi bisogna supporre 
che f'x, sia una funzione contìnua di ■■>; . 

8e ora supponiamo ancora che f'j-.x, eia una 
funrione continua di ambo le variabili a-, a-^ , allora 

/"'=>>«■, i^l + tì Ay, , U-j + e' \Xs) - f'r,r, {x, .l-a) + u, 

essendo <■■> un infinitesimo per A .t, — A .r^ = o. 
Quindi allora si ha 

Ora abbiamo già sopra osservatoche se nell'espres- 
sione 

A^, A.Tj 

possiamo prima al limite per A.r, - o e poi per 
&a-^ = o otteniamo la derivata f xs3;(^\^i),e so 
invece passiamo prima al limite per 4 a-, = o e poi 
per 4a7, ^ otteniamo /"i, ai, (;ri ^,\ Ma intanto 
il secondo membro della formola superiore sia nel- 
l'uDO che nell'altro caso riceve sempre il valore 
f'x,x, (Xi a-j) perchè, stante la supposta continuità _ 
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'' rispetto ad ambedue le variabili, «> va a zero 
aalunque modo si passi al limite. Passando 
[ue al limite prima per ^.r^ — o e poi per 
= o sì ha 

/"'-,-, (■^.■^.) = /"V,:r,(^,^,) 

! si Tolea dimostrare. 

torniamo ancora un momento sulla dimostra- 
i fatta per esaminare a quali condizioDÌ oe- 
I assoggettare la funzione e le sue derivate' 
ima di tutto, come abbiamo già osservato, la 
one f'x, deve esistere ed essere continua ri- 
a .^1 m Uttto un intervallo attorno il punto 

)ltre bisogna supporre cbe f'x, x, sin continua 
mnto aifls rispetto ad ambedue le variabili, 
chiaro che facendo un procedimento simme- 
a quello fatto sopra, solo scambiando le due 
bili X, ic, fra loro, si piangerebbe alle stesse 
usioni purché ai ammetta che f'x, sia oontìnaa 
tto a X, in tutto un intervallo attorno il punto 
, e che f" X, X, sia continua solo nel punto c\ ^^ . 
serviamo infine anche qui che le condizioni 

ci si preeentano come condizioni snfHcienti; 
on necessarie, non potendo asserire che mu- 
> il procedimento della dimostrasione non si 

giungere agli stessi risultati con condizioni 
irghe. 

gliamo dare un esempio di funzione per la 
, non Terifioandosi la continuità dì una delle 
ite seconde, non Bussiate più il teorema delia 
lione delle derirazìoni. 



.1 
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Sì consideri la funzione 

3- * — xJ 



Questa funzione è determinata e conti 
punto (tTiic,); il suo valore riesce ine 
solo nel punto ir,"=iCj = o; ma noi ass 
tal punto alla funi^ione il valore zero. 
dere che allora essa riesce anche contini] 
(o, o\ Infatti avviciniamoci al punto (o, 
lunque direzione; segniamo cioè una ret 

dal punto [o, o) e la cui equazione sia- 

a aia una quantità qualunque, e percorria 
dì retta che ci avvicina al punto origic 



?;. + ' 

ed essendo costantemente — = «, si rie 
funzione tende al valore zero. Se a fossi 
- = 0, e basterebbe porre la funzione i 
forma 

1-— , 
1+^- 



C notale 
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derivate parziali di tale funziono 



sono 



muto (l'i -^a) <]Haluiique; mentre che nel punto 
:Bse SODO eguali a zero, come risulta diretta- 
applicando la defiuizioDe. Si vede che tali 
te sono allora anch'esse continue nel punto 
ì e in qualunque altro punto, 
siamo ora alle derivate seconde. Pormiamo 
ponendo prima Ty — o in f'x, poi derivando 
;o a iC2, e poi ponendo ^> = o. Si ha cosi 
~ — 1; e analogamente calcolando invecfi 
, si trova = + 1 ; onde le due derivate sono 
disuguali. Per un qualunque punto {x^ cr^ 



ita funzione noa è continua nel punto (o, o). 
punto {o, o) mi avvicino nella direzione dei- 
di ar, , il limite della funzione è 4- 1 , mentre 
se mi avvicino nella direzione dell'assedi ■>'i- 

lo stesso modo come abbiamo formate le de- 
parziali seconde, possiamo formare le deri- 
•arziali terze, quarte, ecc. 



; e differenziali di ordine. 



Per 
zioDe 


queste sì 


adopererà sempre la solita nota 




d" 

8^,' 


8* 


etc. 




8* 

8x,'8^ 


' ?V8^,' 


, etc. 



i 

doTe il deaominatore indica rispetto a quali varia- 
bili si è fatta la derÌTazione e quante volte si è 
derivato rispetto a ciascuna dì esse. 

II teorema della ìnverBione delle derÌTazioni si 
può naturalmente f^eneralizzare per le derivate di 
ordine X^" ; se sono soddisfatte delle oondiziooi di 
contÌDoità per la funzione e per le derivate pos- 
!siamo dire che il valore di una derivata parziale 
di ordine 4"" rispetto a k variabili eguali o di- 
stinte, è indipendente dal modo col quale si fanno 
re le derivazioni, cioè che per es. 

8^7 ^ &± 

d .T," 3 V dir^/ ... 2 V d^^-'^d-Ti" d^\.. .' 

FaBBÌamo ora ai differenziali di ordine superiore 
■Ielle funzioni dì pia variabili indipendenti. 

Dobbiamo qui ripetere cousiderazioni asaai simili 
n qnetle svolte per le funzioni di una sola variabile. 

Noi possiamo intendere che per ogni punto 
ìCiX,Xi... Xn si eieno assegnati in modo arbitrario 
i differenziali dxid Xj...dxn,e allora il differen- 
ziale totale di primo ordine 



dar. 
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ha un valore determinato per ogni punto del campo ; 
esso può dunque couBÌderarsi a sua volta come fun- 
zione di *! iCa • . . a;n e ee ne può, colla solita regola, 
trovare il differenziale totale. Supposto che la fun- 
zione f aia di quelle per le quali valga senza ec- 
cezione il teorema della inversione delle deriva- 
zioni, si ha: 

d{dy,^ d^ y = 



-dt; 



df didr,) dfdjdx,) I ]j_ 



dxi gj- 




jw£.) ,.+«&;,, 



3 r, * d^2 

da-^ + ... 

Google 
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dove ie ultime righe, a cominciare dalla terza bodo 
riapettiTamente i differenziali totali delle quantità 
dxidXi...dxn, cioè potrebbero indicarsi con 

rf*3:,,rf^a;,, . . . ,d^ Xh. 

Se scegliamo i differenziali dxid Xi...dxa t'uu- 
zioni costanti, cioè per ogni punto del campo diamo 
sempre ad essi Io stesso Talore, il che lo possiamo 
fare perchè le variabili sono indipendenti, allora 
l'espressione del differenziale di 2" ordine di y resta 
semplifioata perchè d* ar, = o ti* iCj = o . . . rf* a^n = o ; 
e resta 

di cui la legge di formazione è evidente. 

Si può adoperare un comodo simbolo per rap- 
presentare il secondo membro. 

Se formiamo la potenza seconda di 



3^1 ga-n f 



e se i quadrati e i prodotti di -^r — ... - - li inter- 

pretiamo, anziché come veri quadrati, come deri- 
vate seconde dì f, cioè nello sviluppo 
iu luogo di 



(^,.) 



uGooglc 



Capitolo II. ■ 



1 luogo di 



^11 



9/. Lf 



3_V . 

vede ehe allora lo sviluppo di quel quadrato 

Ita cattamente il secondo membro del difTe- 

siale totale di 2" ordine; possiaifio dunque 
vere 

--((l£---l£-.))" 

e la doppia parentesi sta ad indioare che quel 
drato non è un vero quadrato, ma solo uu qua- 
to simbolico. 

i intende di qui per analogia che il differen- 
6 y"" di 1/ lo possiamo scrivere simbolicamente 

udo però presi i differenziali dxj dx^ . . . dxn co- 
iti per tutti i punti del campo. 
8. Derivate e differenziali delie funzioni di più 
rabiii dipendenti. Funzioni composte. Teorema del 
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valore medio per To funzioni di più vari 
pendenti. — Si abbia, una fuDzioDe y di 
bili XiXt .. . x„ le quali non sieno fra 
pendenti, ma aieno a loro volta fiinzio 
variabile unica x ; allora la y si chiamei 
di X composta per mezzo dello funzioni ; 

Sarebbe facile dimostrare che se j/ 
continua di XiX->...Xne queste sono fui 
tinuQ di X, anche j/ è fiiDzione continui 

PoBsiamo inoltre far vedere che se y 
derivabile di j-| x^ . . . x„ e queste sono fi 
rivabili di x, anche y è funzione derivi 

Il problema che ci proponiamo è nai 
«piello dì trovare le formole per le der 
funzione y di x. 

Diamo ad x un incremento arbitrario 
allora le funzioni XfX^-. .Xn avranno cei 
che potremo chiamare ^Xi, A x^ , . . . A sj 
incrementi la ?/ riceverà un incremeoi 
incrementi che ricevono XiX-i.. .Xa no 
bitrari perchè dipendono dall'incremeo 
ceve X, il quale incremento solo è arbi 

Se y fosse funzione delle variabili ic, x. 
fossero fra loro indipendenti, allora gli 
di queste sarebbero quantità arbitrarie, 
tali incrementi rispettivamentecond a^, d 
supposto che le derivate di y sieno fiir, 
tinue (vedi § 6 Cap. II), sappiamo ci 
meato ^y è dato da 



Google 
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ido 0) nna quantità infiniteaima di ordine sr 
re rispetto agli infiniteBimi dxidx^.-.dxa. 
lesta forinola vale qualunque sieno gli incre- 
i dxt dXf ■ ■ dxn ; ora possiamo in particolare 
iere tali incrementi eguali rispettiramente agli 
imeoti^Xi A :c, . . . A ^cn che le funzionici 3';... :r» 
ono quando ad :i; si dà l'incremento arbi- 
&:r. 
ha allora la formola 



dXi d Xn 



' dVi ^x'^dx.^l^x "• dx» dx l^x 

cciamo ora tendere a zero ^x; allora, supposto 
e funzioni Xi.. .xn abbiano derivata determl-\ 
, gli incrementi Aj:^ . . . & :Cfi tenderanno anche 
ro, e i rapporti di essi con A x tendono a delle 
itità determinate diverse da infinito (che sono 
ppoBte derivate finite delle funzioni x^x^... Xnì ; 
io Axi. ., Aar,, SODO infinitesimi o dello stesso or- 
o di ordine superiore all' ordine dell' ìnfinite- 
^x. Essendo allora <>) un infinitesimo di ordinej 
.mente superiore all'infinitesimo 4 3; (perchè 
i di ordine superiore a quello degli infinite- 

àxi A ìTj, . . .) il rapporto — tenderà a zero. 

oondo membro, e quindi anche il primo, tende 
[ue ad un limite determinato e finito. j 
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Passando dunque al limite per &x = o si h 

dy _ gj/ dxj dy^ dx^ dy d Xh 

dx d^ì. àx d ^i dx '" dxn dx 

che è la forinola della derivata di una fimzi 
composta. Con ciò resta anche dimostrato qui 
che abbiamo asserito che cioè y è funzione deri 
bile di X. 

Notiamo che per giungere a questa formola 
biamo dovuto supporre la continuità delle derit 
parziali di y. 

Questa forinola è generalissima e da essa potre 
ricavare come casi particolari le derivate di ce 
speciali e sempUei funzioni composte di cui 
biamo già trattato nel § 2, Gap. II, 

Per es. noi già conoaeiamo la regola per 1 
mare la derivata del quoziente di due funzioni d 

dal teorema eopradètto. 

Poniamo infatti ?! (a;) = a;, ?( (a;) = «j , e ali 
abbiamo da considerare la funzione 



delle due variabili ari «^ le quali a loro volta s< 
funzioni di x. 

Si ha 
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quindi applicando il teorema di sopra si ha: 

dy _\. dxf X, dxi _ ' dx ' dx _ 

dx Ti dx Xa* dx x,^ 

?/ » 

quale forinola dà appunto la nota regola di do- 
^niiione di un quoziente. 

In quanto ai differenziali totali delle funzioni 
inposte abbiamo da osservare ciò che segue. 
Dalle stesse considerazioni aopra sviluppate si rì- 
,Ta che il differenziale di pruno ordine ai esprime 
Ile stesse formolo con cui si esprimerebbe se le 
iriabili non fossero dipendenti; ma non è più lo 
esso per i differenziali di ordine superiore- 
Ed infatti noi non potremo più in generale, come 
>biamo fatto nel paragrafo precedente, conside- 
re come costanti gli incrementi di Xi^;, .-.i»; 
acche dando a j; un increthento A.r costante e 
dipendente dal valore x che si considera, gli in- 
ementi che ricevono le funzioni Xi...Xn non sa- 
,nno in generale delle quantità costanti, indipen- 
;nti cioè dal valore di x; e quindi neanche 
istanti saranno i differenziali; cosi per es. il dif- 

dx, 
renziale di r, sarà eguale a • ~- dx, e per quanto dx 

a costante, pure non potrà supporsi che in gent- 
ile la derivata ~ sia costante cioè (ndipendente 
i X. Quindi non può più, come nel paragrafo pre- 
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cedente; darsi per il differenziale di 2" ordine di // 
una forinola nella quale non entrino 1 difTeren- 
ziali secondi delle variabili XiX3...Xn\\& formoln 
por il differenziale di 2" ordine e di ordine supe- 
riore di tina funzione composta. Bara cioè qnelia 
che risulta facendo gli stessi calcoli che nel para- 
grafo precedente, ma senza potere introdurre pili 
la semplificazione di considerare come costanti i 
differenziali di a;i-...Xn. 

YièuncaBoincuiperò, pure essendo a:,... Xr fun- 
zioni di X, nondimeno i loro diSerenziali possono 
prendersi per costanti, ed è quando x^. .. xn sono 
fapzioni lineari di ar, della forma 

Xi-axX-^bi 

X3 = aiX + bi 



Allora prendendo costante il differenziale dx della 
Tariabile indipendente, i differenziali dxj . . . dx„ ri- 
sultano eguali ^ 

ajdx , a^dx, ... oadx 

e qoindi risultano costanti. In questo caso è chiaro 
anche che i differenziali coincidono esattamente 
cogli incrementi (vedi § 5, Cap. II). 

In questo caso le formolo per i differenziali di 
ordine superiore per le funzioni di Tariabili indi- 
pendenti, e per ìe funzioni composte possono coin- 
cidere/ 
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Facilmente ora possiamo passare alta formola 
generale per la derivata di ordine r""* di rana fun- 
zione composta. 

Deriviamo rispetto ad x ambo i membri della 
formola 



dy _ 

dx 



dy d 



■i dx SXg dx 



dy d 



dx 



Poiché il Becondo membro è in generale nna 
nuova funzione composta così noi dobbiamo riap- 
plicare al secondo membro il teorema delle fan- 
zioni composte, e perciò bisognerà supporre che 
le derivate parziali del secondo membro rispetto 
a x^x^... x„ sieno funzioni continue, condizione 
che resterà soddisfatta se noi supponiamo che le 
derivate parziali seconde di y sieno continue. 

Sotto queste ipotesi ai ha, effettuando il calcolo: 



d'y 



+ 



du- 



*\dx) 



-f ... 

dX^dx 






Adx) 



" d Xid ^i d ce dx 

dx^ dx^ 



dy d'x„ 

^Xn d^ 



e se noi supponiamo che avvenga quel caso di 
cui abbiamo parlato, cioè che x^ t^. . .x^ sieno 
funzioni lineari di x^ allora evidentemente Bparisee 
la seconda parte di questa formola e resta solo la 
prima parte che può scriversi simbolicamente 

dx^^\\dXidx '"' di««dx}) 
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intendendo, oome altra volta (t, § 7, Gap, I 
nello sviluppo della potenza simbolica si bi 
scano ai quadrati e ai prodotti delle deriva 
ziali prime di y, le corrispondenti derivate [ 
seconde. 

Si vede allora qnal'è la forinola genera 
la derivata r™" della funzione composta m 
che lex^x^... Steno funzioni lineari di ^ . 
le derivate parziali r"" di y rispetto a jc, 
sieno funzioni continue. 

Tale derivata è simbolicamente espressa 

d'-y _ l(dj^ dx^ dy_ dccn \ 

dX>- ^dX^dx "^dXn dx\ 

Passiamo ora a generalizzare per le funz 
più variabili indipendenti il teorema del 
medio già dimostrato per le funzioni di un 
variabile. 

Per fissare le idee supponiamo due variabi 

Le variabili ^^ ^j sieno fra loro indiper 

a noi couviene però renderle per un momei 

pendenti. La funzione y = f(XiXì) sia defii 

tutti i punti di una certa area piana A, e si 



Ui + hi , «j + /(j 

le coordinate di due punti di questa area. 

Scegliamo a;, a-, funzioni di una nuova 

bile ^, e formiamo queste funzioni in tal m 

che per a; = Xo sì abbia ;», = a,, ic, = a,, 

ay = Xo-^h siabbia^j = a, 4-ftj,ar, = a, + ft, 
iDoltre per tutti ì valori di x compresi tfioog le 
PiSCit, Calcolo differemìalt. 
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xo + h, le ("i ar, sieno sempre comprefle rispettiva- 
mente fra «i, flj -1- Al, e a„ a, + Ai. 

Geometricamente ciò corrisponde alla seguente 
costruzione. Segniamo il rettangolo eoi vertici «i, 
Oj, (i| + /(],08 + Aj, e aegoiamo, tutta interna a 
questo rettangolo, una linea che parta dal primo 
vertice (ai tj») evada a! vertice opposto; le coor- 
dinate Xj 3-] di un punto di tale linea ai espri- 
meranno in funzione di un parametro ce, e le fun- 
zioni che le rappresentano godranno appunto delle 
indicate proprietà. 

In particolare, invece di una qualunque linea 
scegliamo propriamente la retta diagonale. Allora 
^1 Xt potranno esprimersi come funzioni lineari del 
parametro x e saranno 

X, ^ Oi + ^ hi 

le quali per 

danno lo coordinate dei due vertici opposti del 
rettangolo. In questo modo è dunque xg = o, A -= 1 . 
In tal maniera la funzione ,'/ resterà una fun- 
zione di una variabile sola se, e chiamandola F (^), 

e, supposto che la funzione data sia dericabile 
rispetto alle due variabili -rj arj, la F(^) sarà deri- 
vabile rispetto alla variabile x, e quindi ad essa 
potremo applicare il noto teorema del valore medio i 
e si ha 

F{^-o + h] - i-'C-n) = A F' isto -t- h) 
(0 compreso fra U e 1) 
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donde, mutando i simboli e applicando il teorema 
della derivata delle funzioni composte, per appli- 
care il quale noi supporremo ancora che le deri- 
vate parziali dì f sieno funzioni continue, si ha : 

/■{Oj + A, , Ca + /'>^ -/"(«,«») = 

+ f'x, (a, i \K,a^+ \ h.) ^p\ 

osservando che il punto cui corrisponde il para- 
metro 

non è esterno al rettangolo di cui si è aopra par- 
lato, e quindi le sue coordinate saranno 

«i -i- \ K, Oj -t- a, Aa 
dove al solito \ 0, sono numeri compreBi fra e 1. 
Ponendo ora per x^ Xj le funzioni lineari di so- 
pra, e ponendo anche h^=l e osservando che 
dx^ d.T-j 

dx dx 

sono rispettivamente eguali nel nostro caso, ad h^, 
ht si ha 

/■>, -}- /i, , a-j -f /(jì - /'{a;, , x^ = 

che è la formala che volevamo trovare. 

Da, questa formola è scomparsa ogni traccia 
della variabile « che ci è servita solo come au- 
siliaria. 
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È utile far notare che Ìd questa forinola si h sup- 
posta la continuità delle derivate di f, cosa che 
non era necessaria nel caso delle funzioai di una 
sola variabile. 

Da questa formola possiamo ricavare una con- 
seguenza interessante ed elementare analoga a 
un'altra trovata per le funzioni dì una variabile. 

Se noi supponiamo che in un certo campo le 
derivate parziali della funzione sono zero in qua- 
lunque punto, allora la funzione è costante per 
tutti i punti del campo; ed infatti nelle ipotesi 
fatte per ogni valore di A, e /i^ si ha sempre 
f{r,+h, , ^j-|-A,) = /'Kx,). 

§ 9. Calcolo dalle derivale dello funzioni implìcite 
di una o più variabili. — Abbiamo già detto a 
suo luogo che coBa si intenda per funzione impli- 
cita (v. § 2, Gap. I). 

Uno dei modi per giungere al concetto di una 
tale funzione è il seguente: 

ImmagÌDÌamo una funzione delle due variabili 
X 2/ e poniamola eguale a zero: si ha ciò che 
si chiama un'equazione: 

f{xy) = o 

Questa equazione sìa soddisfatta da una coppia 
di valori Xo yò', io dico che sotto certe condizioni 
per la natura della funzione f, quella equazione 
può definire y come funzione di x, la quale per 
x^Xo diventi ya', che si può cioè trovare sempre 
«j» intercaUo finito attorno il punto (Co taU che 
in tutti i punti di esso sta definita ttna funzione 
Il di X, la ifuale dievnti ya per x — Xo. 
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Supposto che la funzione f sia una funzione 
derimbile riapetto alle due variabili (e quindi an- 
che continua) in tutto un intorno del punto Xo yo, 
p. es, nel rettangolo i cui vertici sono 

Xo ± Ao, J/o ± ko 

' noi possiamo applicare la formola del valore medio 
! trovata nel § precedente, e chiamando 

Xo + h,yo -\- k (h^ho,k^ko) 

le coordinate di un punto qualunque di tale ret- 
tangolo, possiamo scrivere 

f[Xo +A , t/o +k)-fixoyo) = 
= f'=:{3^«-^^h,yo+'i'k) + kf'y(Xo *<ih,yo*<l'k) 

ed essendo per ipotesi 

f(.Xa1/o) ^O, 

si ha 

fÌTo +h, 1/0 1- k) = 
= /. f^ (^0 * h,yo *0'k)* k f'y (...■„ * fi A , yo . e'i) 

Supponiamo che la derivata f in tutto il ret- 
tangolo sia sempre finita, e che fy aia continua 
L« non possa mai diventare zero; allora è chiaro 
ke esisteranno due quantità finite A B tali che 
|er qualunque punto del rettangolo sìa sempre 

r.<A 

f,>B D,.,„,Googlc 
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Fissiamo un valore per k; allora è chiaro che 
si potrà sempre scegliere un h cosi piccolo che 
kA<kB 

( basterà prendere A < — ^ | 

e quindi allora per qualunque punto del rettangolo 
sarà in valore assoluto 

Fissato dunque k, si potrà trovare un h tale che 
pei- esso e per opni altro h minore di esso sia 
soddisfatta la precedente disuguaglianza; donde ai 
ricava ohe nella espressione 

hf:c+kfy 

per tali h k prevarrà il segno del secondo termine. 

Non potendo, per le ipotesi fatte, fu cangiare dì 
segno, perchè altrimenti dovrebbe passare per zero 
a causa della supposta sua continuità, il segno di 
/■ fy dipenderà dal segno di k. Se dunque lasciamo 
fisso h e mutiamo il segno a k, muterà di segno 
la espressione 

hf. + kfy 
e quindi anche 

f[xo ^-h,yo + i\ 

Tale funzione, per quel determinato k, e per tutti 
ffli altri h minori di esso, col variare dì k passerà 
dunque per il valore zero; dato cioè un qualun- 
que h minore della quantità —r- = /ti, vi sarà 



Derivate delle funzioni implicite. 

sempre fra — k, b + k compreso un vaio; 
cui quella funzione si annulla; ciò signi 
dato un qualunque valore x (x = xg + h') e 
fra aro — Ih eiEi>+ 'i,, vi sarà sempre un?/ — 
tale che 

Possiamo dimostrare che non ve ne pot: 
che uno solo di tali y ; perchè se ve tu 
due, fra easi, in forza del teorema di Rol 
vrebbe essere un valore di y per cui la 
di f considerata come funzione della sol 
vrebbe esaere zero, e invece noi abbiamo 
che fu non si annulla mai. 

Con ciò resta dimostrato il nostro assu 

Dimostriamo ora che la funzione 1/ t 
ottenuta è una funzione derivabile (e quio 
continua). 

Supponiamo trovata una coppia di valori 
per cui sia 

fi-To -\-ìi'yo + yt') = o; 
sarà anche 

h'f'x(xo '^k\yo ''j'k')*k'f'p{xo •O'.'.yo 
donde 

fc' ^ _ f'xjx o + 'ih', yo *- ^' k') 
h- ~ fy{.ra + U\yo + '>'ky 

Se k' converge a zero, k' non può cht 
gere a zero, perchè se convergesse ad ui 
titìi ki sarebbe 

f (aro, yo) ^ 
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e quiadi fra i due valori yo,yo + ^i vi dovrebbe 
essere un valore per cui f^/ si annulla (per il teo- 
rema di Rolle), e ciò è contro l'ipotesi. 

Essendo allora k' k' gli incrementi di x y, pos* 
siamo dire che la funzione y è continua; e facendo 
convergere a zero tali incrementi, ai vede che il 
loro rapporto converge a 

Tv («0 y» ) 
supponendo che anche f'x sia continua in (x^ y^), 
e quindi il limite del rapporto degli incrementi 

Tj esiste, cioè esiste la derivata di y rispetto ad x. 

In tal maniera resta anche trovata la formola 
per la derivata della funzione implicita: 

il 

dx dj 

dìl 

A queatA formola noi possiamo g:iungere anche 
per altra via, dopo però che abbiamo già dimo- 
strato che tale derivata esiste. 

Immaginiamo infatti di sostituire in 

in luogo di y il suo valore in funzione di x; sic- 
come tal valore è ricavato proprio da fi^y) = Q 
cosi, si otterrà una funzione di x il cui valore è 
certamente zero per tutti i punti x pei quali si 
può definire k funzione y. La derivata dunque di 
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tale funzione di x sarà zero; deriviamo allora la 
f{xy) immaginando che questa sia nna funzione 
composta delle due funzioni di x, cioè x e y. Per 
il teorema delle funzioni compoate si ha 

dx dx 8y dx 



dx dy dx 

che noi porremo eguale a zero per le cose sopra- 
dette. Da 



^dydx 



Con quella formola ai vede che noi possiamo 
trovare il valore della derivata della funzione im- 
plicita seaza trovare prima effettivamente la forma 
della funzione ; quella derivata verrà però espressa 
non in funzione di x sola, ma per mezzo di ar e 
y contemporaneamente ; s' intendo però che biso- 
gnerà sempre immaginare che y e x siano legati 
dalla equazione f {x y) = o, cioè, se ai volesse la 
derivata in funzione di x solo, bisognerà intendere 
che y si sostituisca coli' espressione che ai ricava 
risolvendo quella equazione, 8i vede cosi che il 
problema della risoluzione di f{xy) = o può essere 
ponpodo a quello della ricerca della derivata di y; 
la ricerca del valore della derivata in un punt^ 
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si può cioè noa far dipendere dalla iìboIu- 
ì dell'equazione f{xy) = o, la quale non aem- 
h poBBÌbile praticamente; e questo è appunto 
>ndo il fatto importante che bì vuol porre in 
. colle considerazioni fatte. 
1 fatto analogo accade per le funzioni inverBO 
lap. II, § 2) in cui si può trovare il valore 
, derivata indipendentemente dalla effettiva 
•sione analitica della funzione, inversione che 
ìbbe essere praticamente difficile o irapoesibile. 
tr le derivate di ordine superiore della funzione 
icita non c'è che adoperare sempre il medesimo 
iipio che ci è servito per la ricerca della prima 
rata, 
i espressione 

dx^ dy'dx 

a funzione di due funzioni di x che Bono In 
la X stessa, ed è costantemente zero per ogni 
re di X compreso fra certi limiti (che sono 
li poi quali resta detiaita la funzione implicita). 
Yando quindi ancora rispetto ad X si ha auche 
; e quindi 

Bxdl/dx'd " i t/d X 'd u'UxJ ' dydx'" 



sii^n >'f <^ii I l'fi^nyì 

dtl'dx dy'\d':l ) 



dlldx'^ dxd 
d'j 
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Per la determinazione della fuasione in 
noi abbiamo cominciato col considerare un 
^oVo P^l quale f{xy) ai annullava, e tale 

df 

sì annulla in un punto prossimo al punto 
chiaro però che l'ultima condizione potrà i 
soddisfarsi, considerando un intorno del pun 
che escluda quel tale punto. 

■ dv 

allora non potrà più soddisfarsi la condizioni 
d'altra parte in quel caso la formola per 1 
Tata avendo il denominatore zero, dà per 
rinfìoito ammenoché non sia zero anche il 

ratore cioè ~, 

Si domanda ora naturalmente : si può au 

caso in cui ;r— ^ :r— = nel punto Xq ya- 

minare una funzione y ò\ x\& quale divent 

Senza addentrarci in ulteriori dimostrazì' 
questo cwo, per le quali si richiederebbe i 
neralizzazione del teorema del valor mei 
daremo in seguito, noi diciamo solo che n 
di cui si parla, colla f[xy) = o sì possono < 
non una ma dm funzioni i/ di a: le quali 
tane I/o P^r x^=zx^\ può però anche accadi 
tali due funzioni reali non esistano. 

^\a, f{xy) h una funzione algebrica re 
e la equazione f{Xy)^=o si rappresenta ;,, 
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tricatnente mediante una curva del piano, come 
8i fa in geometria aQalitica, il caso in esame cor- 
risponde al fatto geometrico che quella curva ha 
□el punto di coordinate x„ j/a un cosìdetto punto 
doppio, il quale potrà eBBere anche un punto dop- 
pio isolato. 

Nel caso in cui le due funzioni di cui sì parla 
CBistono, allora le loro derivate prime ai possono 
determinare colla formola 



8^ + 2*^'-^ + '-''^^' 



Adi:)-' 



cui ai riduco la relazione da cui abbiamo nel caso 
generale ricavato la derivata seconda della fun- 
zione. Questa relazione può considerarsi come una 

equazione di 2" grado in -7-, e quindi darà due 

valori per le due derivate delle funzioni. Se tali 
due valori sono immaginarli, allora le due funzioni 
non esistono nel campo delle quantità reali. 

Geometricamente i due valori per le derivate 
di y rispetto ad x corrispondono alle due tangenti 
nel punto doppio ai due rami della curva che si 
intersecano nel punto doppio stesso. 

Dobbiamo ora passare alle funzioni implicite di 
piU variabili. 

Il modo più semplice per definirle è il seguente. 
Immaginiamo una funzione di tre variabili 

nxyz) 
o eguagliamola a zero. GooqIc 
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Allora anche qui potrebbe farai vedere ii 
analogo a quello aopra tenuto che, sotto cer 
dizioni per la natura di f, se la relazione 
è soddisfatta da tuia tema di valori 

x~^o y=yo 2—^0 

bì puì) trovare un intorno del punto del p 
coordinate Xq y^, tale che in esso la varia 
possa definirsi come funzione delle due varia) 

Non crediamo utile addentrarci in queste 
derazioni che del reato non sarebbero nel 
diaaimili da quelle sviluppate sopra. 

Vogliamo solo dire qualche coaa sul calcol 
derivate parziali di una tal funzione. 

Non abbiamo che a ripetere anche qui ( 
abbiamo detto sulle funzioni implicite di ui 
variabile. 

Se in 

in luogo di z si immagina posta l' espressi 
quella funzione <ììxy che ai ricava da f{x y 
risolvendo questa equazione rispetto a z, i 
evidentemente ottenere una funzione di 2 
è costantemente zero per tutti i valori di 
pei quali è definita la funzione implicita; e 
saranno certamente zero le due derivate \ 
rispetto a ic e y, cioè 



n Google 
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donde si ricaverebbero i valori di 

dx'd!/' 

Non vogliamo dilungarci su coneiderazioni di 
questo genere, perchè i principii e le idee stabilite 
pOsBono bastare per risolvere qualunque altro caso 
più complicato. 

§ 10. Proprietà di funzioni di più variabili rispetto 
alle loro derivate parziali. Teorema di Eulero sulle 
funzioni omogenee. ~- Una funzione dì più variabili 
si dice omogenea rispetto a queste variabili quando 
gode delle proprietà che sostituendo in luogo delle 
variabili 

X y z..., 
le espressioni 

tx ty tz..., 

cioè moltiplicando tutte le variabili per una inde- 
terminata ^, la funzione cosi modificata è eguale 
air antica moltiplicata per una potenza di t, cioè 

che 

I. fitx,ty,....)-Vfixy...) 

Il numero r si chiama grado di omogeneilà. 
1*. eB. la funzione 

■Jx-y 

h una funziono omogenea di terzo grado delle due 
variabili x, g, come bì può facilmente verificare. 
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Le funzioni omogenee soddisfanno ad un; 
prietà loro carattoriatica che costituisce il cof 
teorema di Eulero. 

8i formino le derivato parziali della fui 
rispetto alle sue variabili, e si faccia la s 
dei prodotti di tali derivate per le variabili 
tire; tale somma è eguale alla funzione 
moltiplicata per il suo grado di omogeneità, 
cioè la formola 

II. l-Ì^ + l-f-!,+ ....-~rf(x„...). 
ex O'J 

Noi dimostreremo che questa proprietà è 
teristica per le funzioni omogenee, cioè 
eguaglianze I, II, si equivalgono perfettami 

Deriviamo la I rispetto a ( considerando 
costanti le altre variabili. 

Si ha 

dnt ^,_tj , . .j d{tji)df tx,t!i,...)dtìi 

'd{t^)" dt ' 'dit'j) dt 

= rt'-fi^ !/...). 

Osserviamo ora che 

^Jl^ — x iSlMÌ = 
dt ' dt 

e inoltre che dovendo la I sussistere indip< 
temente dal valore di t, cioè per qualum 
questa derivata dovrà anche sussistere pei 
lunque t, e quindi potrà in essa porsi anche 
Così facendo si ottiene esattamoDte la II 
Vediamo ora viceversa come dalla II si 
passare alla 1. Google 



= !/, 
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leriamo k funzione di t formi 
nodo 

none la derivata rispetto a t. i 



damo ora che se sussiste ia II 
ioè qualunque sieno i valori dì 
sisterà anche quando in luogo 

mo tx,ty,..., e ' 



x-\-...\-^rf{tx 



Ifjtx,...) 
ditx) 

, come conseguenza della II, sì 

Dredi F' (t) e identicamente zer 
calore di (; dunque la funzione 
1 suo valore è dunque eguale 
Bsa si ottiene ponendo t'^ 1, ci 

ricava senz'altro la I. 

con ciò dimostrato che le I e ] 

perfettamente. 

ò ora far vedere che le derivi 

omogenea sono nuche funzionj,^,,,!^^-, 
) r-i, se la data è di grado r. 
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DerÌTaado iafatti la (I) rispetto a :r si ha 
df jtxJv,...) rf(f^) _ dffj e, !/,...) 

ed essendo 



8f(ig,ty,...) _ }f{x,v,...) 
8(i«) "' 8» 

la quale forinola dimostra il nostro assunto. 

In GonsegueoKa di questo teorema si può riap- 
plicare al primo membro di II, lo stesso teorema 
d'Eulero, e allora facilmente si Tede che, racco- 
gliendo i termini simili si ha la formola 

Analogamente rìapplioando k volte di seguito 
lo stesso teorema si ha in generale 

dove col simbolo del primo membro si intende al 
solito ohe bisogna formare la potenza k""" di quel 
polinomio, e soatituirvi poi, in luogo dei prodotti 
e delle potenze 4™ delle derivate, le corrispon- 
denti derivate i™, nello stesso modo che per altra 
occasione abbiamo fatto nel § 7 di questo capitolo. 
Pascu., Calcolo differemiaU. IO 
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Si abbia una funzione V di tre variabili xy s, e 
li formino mediante le sue derivate parziali di 1" 
( 2° ordine le espresaioni 



d^v d'v d^v 

che indicheremo rispettivamente con /) F", e A I"" 
o chiameremo parametri differenziali di 1' e 2' 
ordine. 

Tali parametri differenziali godono di una pro- 
prietà singolare. 

Si trasformino le variabili xy s con una trasfor- 
mazione lineare della forma 

a; = fl ì + h -n + c : 
y^a" l + b' yt+c' ^ 
z=a'l t- b" n + e'' Z 

e le nuove variabili ^y]K sieno inoltre assoggettate 
alla condizione che 

x' ty^ + z^ = l» + Y,^ + V. 

Per dare a questa trasformazione un'interpreta- 
zione geometrica, immaginiamo per es., che ^ // z 
sieno le coordinate rettangolari di un punto dello 
spazio, e che si faccia una trasformazione di assi 
lasciando fìssa l'origine; si faccia cioè rotare in- 
torno all'origine il sistema dei tre assi rettango- 
lari. Essendo allora x^ + y^ -\- z^ il quadrato della 
distanza di un punto dall'origine, e restando fissa 
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tale origÌDe, e d'altra parte tale distanza, eaprii 
dosi uelle nuove coordinate, colla forinola ana 
5* + v,^ + C* 8Ì ha che tali due somme di quai 
sono fra lorj eguali. Si vede che in tal mar 
possiamo realizzare la trasformazione che abbi 
sopra supposta. 

Ora si paò dimostrare che per una tale tra 
mazione i parametri differenziali restano inaltc 
cioè che espressi nelle nuove variabili aono < 
stessa forma che gli antichi, cioè in altri ter 
che 

ysxl \dsl '\dzl lai J 'UiJ'u 

d'V SW d'V _d^ d'V B'V 
le' di' 8z' di' d'.' di'' 

Non ci fermeremo sulla dimostrazione di qL 
proprietà, bastandoci solo di averla qui notai 
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CAPITOLO HI. 

SVILUPPAT)ir,ITA IN SEHIE DELLE FUNZIONI. 



§ 1. Generalizzazione del teorema del valor medio 
per le funzioni di una o di più variabili. Forinole 
di Lagrange e di Cauchy. - Abbiamo visto che, 
ammettendo che nna funzione di una variabile 
f{x) abbia derivata in tutto un intervallo da 
a^Xf, sino a b=Xo + h, la espressione 
^_ f(b)-f( a) 
b — a 

si esprime mediante la derivata prima della fun- 
zione f ia un punto compreso nell'intervallo da 

a a. b. 

Vogliamo ora generalizzare questo teorema e 
dimostrare che se la f ammette neW intervallo le 
derivate sino a quella di ordine n (i] che porta 
poi con sé la condizione che le derivate sino a 
quella di ordine n-1, sieno anche continue), e se 
essa e le sue derivate sono finite, allora la espres- 
sione 

ffirM~fi'a)f'{a, — ^Yfiflr--;i^-—{'\f^^- 



b-a)p 
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si esprime mediante la derivata h™" in un punto 
compreso nell'intervallo da a a ^. 
Consideriamo infatti la funzione 

t(a!)=/'(«)-/'l»)-(S-»)/"W- 

_(A_£)V.„..,.Ji_^V.-.W^*-.." 

la quale, per le ipotesi fatte, sarà £nita e continua 
in tutto l'intervatlo, e sarà anche derivabile. Essa 
inoltre si annulla negli estremi dell' intervallo ; 
quindi per il teorema di KoUe, vi sarà un punto 
nell'intervallo in cui la prima derivata di tj sarà 
zero; ma 



»■« = 

dunque indicando al solito con 

il punto di cui si parla, compreso nell' intervallo, 
si ha 

-p(j-<i)i>-"a 



donde ricaTiamo il valore di iì, cioè 

„_ , (i-i»."-»'H-»r 



p(«-l)! 



/■"(« + » (4 -«))■„ 
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Sustituendo questo valore di H nella forinola 
superiore e ponendo in luogo di a, b le quantità 

Xq, »» -H A, ai ta 

f{xo + h) = fisco) +~f' {r„) -h 1^ f"iXo) + ... *- 

Con questa formola resta dimostrata l'aeser- 
zio a e che abbiamo fatta sopra- 

Per giungere a questa formola abbiamo dovuto 
supporre che la funzione e tutte le sue derivate 
sino a quella di ordine n-1 sieno finite in tutto l'in- 
tervallo. Se non supponiamo questo non si potrà 
applicare il teorema di Rollo e non si potrà ac- 
certare r esistenza del numero 6. Ciò non toglie 
che una formola simile possa in casi speciali sus- 
sistere anche senza fare questa supposizione. Si 
può vedere a questo proposito la discussione fatta 
sul teorema di Rolle. 

Il numero p nella formola superiore può avere 
un valore qualunque ; poniamo in particolare p = )i, 
p = 1, e otterremo allora due formolo che consi- 
dereremo come le formolo fondamentali di questa 
teoria. Esse sono : 



+ „'^ f"~' ^"> + '^! /*(»»+» » 
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li. fixo 

La prima forinola è di Lagrange, e la se 
è di Caueliy. 

Notiamo che sul numero 9 che compare in < 
formole noi non possiamo dire altro so non 
un numero compreso fra e i. Il suo Talo 
pende dall'indice n, dal valore di h, dalla i 
della funzione, e, se ai tratti della formola i 
mentale donde abbiamo ricavato le I, II, il ' 
di S dipende naturalmente anche dal valore 
poiché le formole I, II si sono ottenute asseg 
a p duo valori diversi, così si capisce che il ^ 
formola I ha in generale un valore diverso 
della formola II. 

La conoscenza del numero Q come funzione 
cita di tutte le variabili indicate, iu pochi e 
poBsibile. Noi ci contenteremo di sapere ch( 
esiste sempre e Ìl suo valore è compreso fra 
e uno. 

Insieme alle due formole che abbiamo 
ricavato ne dobbiamo ricavare alcune altri 
hanno però minore importanza. 

Sieno f(x), F\x) due funzioni aventi de: 
determinata in un intervallo if^, x^ + h, e forn 
l'altra funzione 

/•(^. + t)-/(r.) r 
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a linearmente mediante le due date. La 
Le f (e) si annulla per x^=.x^ e per x=Xq-\- h; 
pel teorema dì Kolle fra tali due eatrenii 
'. almeno un punto x^ + ^h io cui la prima 
:a bì annulla. Formando tale prima derivata 
ndo poi per x il valore Xg+^h, e egua- 
j a zero, bì ha : 



F'(.ro.OA) = 



F{^o+k)-F{xo) 



fÌ.Xo + h)-nvo) ^ f {<Co±^h_ 
F{xo + A] - F,Xo) F''(xo -V e" A) ■ 

il rapporto degli incrementi delle due fun- 
esta eapreaao per mezzo del rapporto delle 
;e. In questa formola il 8 che comparisce 
neratore del secondo membro, è eguale a 

del denominatore. 

iante il teorema del valor medio applicato 
e funzioni f a F separatamente si potrebbe 
'e una formola simile a quella adeaso otte- 
er altra via, ma non potrebbe poi conehiu- 
'eguaglianza dei due \alori di 9. 
ira supponiamo che le due funzioni sì an- 
ì nel punto Xq, abbiamo la formola. 
f (^« + h) ^ fixo + Hh) 
F(xo+h) F'ixa+ih) 

oi in generale supponiamo che le derivate 
le derivate seconde, ecc., le derivate n-l"' 
ino sempre alle stesse condizioni cui abbiamo 
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Bottopoato soddisfare feF, possiamo scrivere, ap- 
plicando ripetutamente la stessa formola: 
f(x« + h) _ f f^o + e ft) _ f" [xo + &i A) _ 
'F{rr^ + h) F' (a:» + 6 h) F" (xo + 9, A) 
_ f» (a-„ + 9n,i h ) 
F" (.r„ + 0„_i h) 

dove 



Passiamo ora alla generalizzazione del teorema 
del valor medio per le funzioni di pìil Tariabili, 
(v. § 8, cap. n). Per queste ricerche occorre ri- 
prendere le considerazioni fatte nel § 8 del cap. II. 

Si abbia la funzione di due variabili x^ x^, f{-i-\ x>), 
e vogliamo ricercare il valore di f{ai-i-hi , aj-h /ij) 
in funziono delle derivate di f sino a quelle di 
ordine w, con una formola analoga a quella data 
sopra per le funzioni di una sola variabile. 

Poniamo ^i iCj funzioni lineari di una nuova 
variabile x, e propriamente poniamo 
Xj = a, + hiX 
J^s = ('a + ^B ^ 
le quali funzioni sono tali che per j; — o danno 

x,=a, , .r^ = (ig 
e per ic = l danno 

3", ^ Bj -|- fij , .r^ ^=0^ + hi , 

e per x compreso fra (? e J danno Xi x-, compresi 
fra i valori estremi sopra segnati. 
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azione data diventa allora una funaioM 
arìabile sola F{x) cui può applicarsi eÌR- 
iUe due formolo di Lagrange e di Can- 
i ha 



^.F»-^{o) + R^ 



può avere una delle due forme 

Rh = -j F" (0 : (Lagrange) 



validità di questa formola è necessario 
ijio le derivate rispetto ad x sino a quella 
i n in tutto l'intervallo daO a l; e quittdi 
', sieno continue tali derivate sino a guelk 
n 1 i lolt e che la funzione e le derivati 
d e ai s e IO finite. 
cond z oni sono soddisfatte se noi le sui)- 
ler la iun? one data di due variabili e 
der vate parziali siao a quelle di or- 

imo però ora, per ridurci alla formola de- 
itrodurre lo variabili primitive 3"^ X; ; per 
iamo esprimere le F' F" .... mediante 
te parziali della fuozione f (a:, j;.>) data. 
!o qui Xi X. funzioni lineari di x possiamo 
la forniola trovata al § 8 del cap. H) 
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per la derivata di ordine r della funzione e 
supposto anche ohe le derivate parziali 
quelle di ordine n sieno funzioni contini 
Si ha così simbolicamente: 

e quindi bì ha infine la forinola 



'iH^'^H'-t^, 



ovvero 



§ 2. Forinola di Taylor-Maclaurin. — C( 
necessaria e sufficiente per la sua validità 
poniamo che'la funzione f{x) abbia le de 
qualunque ordine, ed essa e le sue derivi 
sempre finite in un iotervallo da :i;o a ^. Goo'^lc 
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Allora noi potremo applicare le forinole BTÌlup- 
pate nel § precedente per un qualunque indice «. 
Consideriamo la serie di iafìniti termini 

e studiamo la convergenza di questa serie ordinata 
secondo le potenze intere positive di k, e il suo 
valore. 

La somma dei primi n termini di tale serie 
cioè 

i!^! '•■■<'■•' 

differisce dal valore di f{xo+ b) per la quantità 



Se quindi la quantità R,, col tendere di ri al- 
Tintìnito, tende a zero, noi allora possiamo asserire 
che la serie di cui si parla è convergente e il suo 
valore è esattamente /"(ìTo + A), 

Se invece Ra per n ^ t» tendo ad una quan- 
tità determinata Rao diversa da zero, nei possiamo 
asserire ohe il valore di f {x^, + A) è eguale al 
valore di quella serie più la quantità Rao, e quindi 
anche che quella serie è convergente. Se finalmente 
Rn non tende ad alcun limite finite per ti =^ oe, 
allora la serie sarà divergente, o indeiermin^ta. 
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Oomo si vede dunque la convergenza della serie 

ò iutìmamonto legata colla natura della quantità 
Rnt e ÌBL serie sarà o no convergente secontlochc 
fin tende o no ad un limite finito. 

Quando la serie è convergente e il limite di E„ 
è zero, allora il suo valore ò proprio il valore 
della funzione nel punto Xq + h; abbiamo così una 
espressione di tal valore mediante una serie di 
potenze, ordinata secondo le potenze intere posi- 
tive di h. 

Una tale espressione è ciò che costituisce la 
forinola dì Taylor-M aclaurin. 

Propriamente si usa chiamare formola di Taylor 
quella del caso generale, e formola di Maclaurin 
, quella per il caso particolare in cui a-,, sia eguale 
a zero. 

9i presenta ora naturalmente qui la quistione: 
data una funzione e un punto Xq; può svilupparsi 
in serie il valore della funzione nell'intorno del 
punto Xo? 

Prima di tutto sarà, necessario che la funzione 
Dell'intorno di Xf, ammetta la derivata di tutti 
gli ordini. 

Noi abbiamo finora voluto sempre ammettere 
che in tutto l'intervallo sia la funzione che le sue 
derivate siano sempre finite. Questa condizione ci 
si presenta come necessaria per lo speciale metodo 
' di dimostrazione ohe abbiamo tenuto, perchè in 
fondo il teorema del valor medio, sia semplice, sia 
generalizsato, lo abbiamo fatto dipendere dal teo- 
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rema di RoUe il qaalo non sussiste più quando 
la funzione diventa iafìnita nell'intervallo (v. § 4, 
eap, II). 

Supposto dunque che la funzione o le sue deri- 
vate di indice Huito sìeno sempre finite nell'inter- 
vallo possono accadere questi casi : o che il limite 
della derivata n"" per m ^ co sia infinito per uno o 
più punti dell'intervallo, ovvero che f'^iar) per 
qualunque x dell'intervallo e per qualunque n si 
mantenga sempre inferiore in valore assoluto ad 
un numero finito A. In questo ultimo caso noi 
possiamo dimostrare che la funzione è sviluppa- 
bile secondo la formola di Taylor; si può cioè far 
vedere che in tal caso certamente il limite di B„ 
è zero. 

Prendiamo l'espressione di La^range 

-R„- ~f aro + 6 70 

e osserviamo che qualunque sia il valore ignoto 
di 0, la f" è sempre minore di A in valore asso- 
luto, onde 

Ma 

lim^^ = o (v. § 11, Gap. I), 

dunque il limite di Bn è zero. 

Questo teorema può essere utile in molti oasi. 

Nel caso generale dobbiamo ricercare se il limite 
di Un è zero. Ora Sn dipende dalla quantità « 
su cui noi non possiamo dire altro se non ohe è 
un numero compreso fra {? e 1\ Lì suo valore non 
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lo conoseiamo ia funzione di tutte le quaiititi"' 



In generale quindi non si presenta agevoi 
ricODOacere ae la funzione può svilupparsi in i 
di Taylor. 

L'idea che viene allora spontanea è dì trai 
mare il criterio lim R„ = o in un altro che 
indipendente dalla conoscenza del valore di 0. < 
sto passo è stato ultimamente fatto dal sig. Fri 
heim. Egli ha trovato che la condizione ni 
saria e sufficiente per la sviluppabilità della ; 
zione in serie di Taylor in tutto un intorm 
Xo a Xo + i é che il resto sotto la forma di Cai 
cioè 

considerato come funzione delle due variabili Y. 
sia convergente a zero in ugual grado; cioè 
dato 3 piccolo a piacere, si possa sempre tro^ 
un indice m in modo che per ogni « > m, Rr 
minore di » qualunque sia il valore di 9 comp 
fra -0 e J, e qualunque sia il valore di k mii 
di k. Questo teorema è motto interessante, ma 
non possiamo fermarci più a lungo su di ess( 
Solo vogliamo osservare che con questo teon 
ci appare sotto nuova luce la condizione da 
posta che cioè )a funzione e tutte le sue deri' 
di indice finito debbano essere finite in qualuD 
punto dell'intervallo, condizione che eravamo e 
costretti a porre altrimenti non sì potea dedi 
il teorema del valor medio generalizzato, do 
poi ricaviamo la formola di Taylor. 
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Ora quella condizione ci appare oomd assola- 
tamente necessaria per la sUBsiatenza della forinola 
di Taylor. Perchè ee in un punto qualunque del- 
l'intervallo fosse in&nita la derivata m™ della fun- 
zione, supposto che in tutto l'intervallo esistano 
le derivate di qualunque ordine della funzione, e 
quindi che esse sieno continue, tutte le derivate 
di ordine maggiore di m doTranno anche essere 
in&DÌte in quel punto. In tal caso dato 3,'e ponendo 
ìq Rn per 9 quello speciale valore corrispondente 
al punto in cui f"' diventa infinita, per uu qua- 
lunque M > m, Ab non sarà minore di ', e quindi 
non è applicabile la formola di Taylor. 

Abbiamo già accennato alla differenza ohe oi^ 
dinariamente nei trattati ai usa fare fra le for- 
molo di Taylor e di Slacluurin; fra le due formole 
non c'è una differenza di sostanza ma solo di forma, 
potendosi con opportune trasformazioni dedurre 
subito una formola dall'altra; infatti la formola 
cosiddetta di Itlaolaurin si deduce da quella di 
Taylor nell'ipotesi di Xq^o; e viceversa quella 
dì Taylor può dedursi da quella di Maclaurin po- 
nendo /czz a:,, + k dove a;, sia un punto arbitraria- 
mente scelto. 

La priorità della formola è senza dubbio del 
Taylor che la pubblicò nel 1715, mentre che il 
Maclaurin la pubblicò nel suo trattato del 1742. 

Possiamo dare una forma più caratteristica alla 
formola di Taylor, ponendo r, + 7» = x, donde 
k = x — Xq, e allora si ha 



= fM + (^ 
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che rappresenta una serie ordinata secondo le po- 
tenze di {x — Xg). Se questa serie vale per un certo 
valore di x, rappresenterà per le cose dette il 
valore delta funzione in ogni altro ai compreso fra 
il primitivo e Xq, e quindi io tutto un intervallo 
la funzione resta espressa come un polinomio in 
^ di grado infinito. 

Sulla serie di Taylor per le funzioni di più va- 
riabili noi non dobbiamo dire niente di nuovo, e 
non ci sarebbe, appoggiandosi sulle cose dette nel 
§ precedente, che ripetere le medesime considera- 
zioni fatte per le funzioni di una sola variabile, 
caso a cui in fondo nel § precedente, noi abbiamo 
ridotta la formok del valor medio per le funzioni 
di più variabili. 

Colla forinola di Taylor noi abbiamo lo sviluppo 
di una funzione in serie secondo le potenze ascen- 
denti intere della variabile, sviluppo valido in un 
certo campo. 

Ora è utile far vedere che non esiste un altro 
sviluppo simile della funzione e che sia diverso da 
quello che risulta dalla formola di Taylor, e valido 
nel medesimo campo. 

Se infatti si suppone che nello stesso campo la 
funzione sia sviluppabile nella serie 

si può dimostrare che i coefficienti di questa serie 
SODO quelli ste^i che occorrono nella serie di 
Taylor. 

FA.SOAL, Calcolo ditfermtiaìt. Il 
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II campo (li validità di ambo le Berle sarà un. 
certo campo attorno il punto zero. 

Poniamo quindi a; = o, e abbiamo che il coef- 
fìoiente A4, oca è altro che il valore della funzione 
nel punto zero, cioè 

A.=f!<,ì. 

Formiamo ora la derivata della funzione data. Ka- 
Ben<lo essa sviluppata in una serie di jjotenze si aa 
(v. § 2, cap. II) che ai può applicare la deriva- 
zione per serie; si ha allora 

e per x^o si ha 

Così continuando, resta dimostrato il nosti'o as- 
sunto. 

§ 3. Applicazione della formofa di Taylor-Maclau- 
rin. — La formola di Taylor-Maclaurin può ap- 
plicarsi allo sviluppo in serie delle principali fun- 
zioni che occorrono in analisi. 

1. Se lo sviluppo di Taylor si applica ad una 
funzione razionale intera, allora evidentemente, es- 
sendo tutte zero le derivate di ordine superiore 
ad n se n è il grado della funzione, non si potrà 
avere uno sviluppo con un numero indefinito di 
termini, ma si otterranno al massimo n + 1 ter- 
mini, cioè non si ha propriamente una serie, ma ■ 
un polinomio di grado n ordinato secondo le po- 
tenze di X se lo sviluppo si riferisce al punto w =~o\ 
si ha in altri termini la funzione nella stessa forma 
sotto cui e stata data. 
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Se poi ai applica lo sviluppo riferem 
puQto x^a qualunque, allora si ha an 
stesse ragioni, uà numero fìnito di terni 
uno sviluppo della funzione ordinato 
potenze intere di {x — «). 

Il primo termine di nn tale svilupp 
quindi si ha 

f{^) = nà) + {x-a,Q 

chiamando Q l'asBÌeme di tutti i termini 
finito che moltiplicano {x — a). 

Da questa formola si ricava il teorei 

algebra che dividendo un polinomio f 

binomio «' — aei lia per resto della divisi' 

2. Se Io sviluppo di Taylor si appi 

funzione algebrica della forma 

f{xì-[i + xr 

dove m è una quantità positiva o nega 
noie irrazionale si ottiene uno svilupi 
di questa funzione che coincide collo su 
si otterrebbe applicando la formola dt 
di Newton. Si ha cioè la oosìdetta serie 
Applichiamo Io sviluppo di Taylor 
punto x^o. Essendo 

f''(x)=^m.(m-\)...{m-n + \){\ 
%\ ha 
/■;o) = l,/"'(o; = M, .../"(o) = »((j«— 1J...I Google 
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eil inoltro R« sotto la forma di Cauchy 



(»-l)! 
La espressione 



»( - 1 ! 

imo considerarsi come il termine generale di una 
serie i cui termini si otterrebbero da esso facendo 
variare l'indice ». Una tal serie è convergente per 
qualunqne m se x è minore di 3 in valore asso- 
luto, perchè il rapporto di un termine al prece- 
dente in tale serie è 



che per » = oc tende ad a; < i. 

Quindi possiamo conchiudere che se i J? | < i il 
lìmite di Un è zero 

Se poi a; = ± i allora si può far vedere che se 
m Ì! positivo, la espressione u„ tende anche a zero. 

Infatti in tal caso a meno del segno, la Uh può 
scriversi 

'".-»('-t)(-I)-('-.t^)- 

Imniajj:iniamo che il primo numero intero poBi- 

tivo maggiore di m sia r. 
Allora la u„ può scriversi 
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dorè tutti i fattori a cominciare da I 7 — 

poi sono tutti minori di t (se ni è positivo) e i 
il loro prodotto sarà minore di 1 anche per ti| 
Dunque il limite di iti, non può eai 
della quantità finita 



»(-T)-(-,: 




Possiamo dimostrare che tende a zero. ;| 
possiamo scrivere 



quindi 
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la eapreaaione in parentesi per m =^ co tende a 
ìnito nome si sa dtill' algebra, dunque 

('-")■••(- ;^) 

ide a — cioè a zero. 

Pnasìanio ora aimilmente considerare il rapporto 

Raso pvidentcmente tonde n zero in tutti i casi 
L fionsiilerati. Dico che tende anche a zero se 
= ± 1 a m + J h ]i08Ìtivo. Infatti io tal caso 
10 può acri versi 

lo su questa espressione il 
a, si ricava appunto che 
^sta espressione tende a z 
no ora E„ sotto la formo 



'ipetendo su questa espressione il ragionamento 
to sopra, si ricava appunto che ae hj + J fe pi>* 
ivo, questa espressione tende a zero. 
Scriviamo ora E„ aotto la forma 



isscrviamo che 



im- 



de a zero perchè Ìl denominatore è maggiore 
numeratore anche per x negativo minore di 
[>ioyandoci quiuili dei risultati ottenuti per »«< 



Applicazione della formala di Tuìiìor, et 

poaaiarao dire che Rn tende a zero, ae m i 
lunque positivo o negativo, e a; è in valore 
luto minore dì 1, ovvero m è positivo e x^ 
In tali casi dunque è applicabile lo svilui 
Taylor alla funzione (1 + x)'" . Si ottiene 
{1 + ic)-» = 1 + (m), X ! {m)i x^-\-.... 

elle fe proprio la cosiddetta serie biiioinialt! 
Per considerare un altro caso in cui la 
biuomialo converge, consideriamo l'altra fon 
resto (la forma di Lagrange). Essa è: 

R„ = '~m . (m - I) . . . {»> - »i + 1) (l ^- :• 

Se « ù eguale a + ?, e jm + J è positivo, 
evideu temente, per le cose dotte, (jnesto 1! 
verge a zero, perchè (/ + tìj) in tal caso t 

gioro dell' unità, e — converge a zero. I 

anche in qnesto caso la serio binomiale ò e 

gente. 

Si hanno così tutti i casi nei quali la se 
nomiale è convergente. 

3. Passiamo ora alla serie esponenziale, 
bia la funzione e^ . Tutte le derivate di 
funzione sono rappresentate dalla funzione 
e per ic = o si riducono ad 1. Il resto è d 
(sotto la forma di Lagrange) 

""- é' 

li! Civ.MuGooglc 
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che converge a zero per qualunque valore i 
(li A', perchè c^-^ è sempre finito per a; finito, 
per qualunque valore di x si ha la serie 

che è la eerìe esponenziale da noi già sti 
(v. cap. I § 11). 
Se si tratti (li 

allora potendo scrivere 

a^^ egloga 

si hn 

4. Si vogliano sviluppare in serie le fu 
seno e coseno. Le derivate successive sono, 
sappiamo, rappresentate sempre dalle stessÉ 
zioni seno o coseno, le quali restano sempre 
e in valore assoluto non possono superare 
lore 1. 

Per un teorema (generale del § precedent» 
siamo allora dire che sarà senz' altro appli 
lo sviluppo di Taylor. 

Per la funzione seno, avendosi per esprei 
delle derivate successive 

cos .T, — sen m, — eoa x, sen j*, cos x . . 

che per ce « o hanno rispettivamente i vaio 

1,0, —1,0, +1,...Q i^. 



Applicazione della formala rlì Taylor, eri 



si ha Io sviluppo in serie 

senx = x — 



3! 5! ■" 
E analogamente per la funzione coseno si 



Queste serie si chiamano serie (/oiiiomeiri 
5. Si consideri ora la funzione 

/'(^; = log{l + fl"). 

Le derivate aucceasive di questa funzione 
' ^ ' (l+x)' 



Il reato R» avrà per espresBÌoue 

^ ^' {n~\)\ (T+6«;« 

Questa espressione è assai simile a quella 
nuta in questo stesso paragrafo per la serie 
miale quando vi si fa m ^ — i, solo che, èTO-jlc 
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di un fattore — n per cui verrebbe moltiplicata 
iiiveco l' espressione di R» della serie binomìale 
per )H^ — 1. 

E facile riconoscere che per ogni x compreso 
ira. — 1 e +7, questa eepreesione convergo a 
zero per m ^ oc, e per a; ^ -l- i anche con- 
vergo a, zero, luvece per x^ — 1 il valore di 
questo reato è diverso da zero. Dunque lo sviluppo 
di Taylor sarii applicnbilo alla fuiiKÌono logarit- 
mica log {1 -HìT) in tutto un campo attorno il 
puTito zero (li X, esteso dal punto — J al punto 
-{• 1 escluso però l'estremo del campo. Del resto 
in tal puutoa;^ — 1, la funzione stessa diventa in- 
finita. Si ha la serie detta logaritmica: 

lo|r(l + x) = ^--g'-|-g' + ^--... 

Per a: ^ i si ha la cosidetta serio armonica 

I„g2-1-Ì4-ÌH-1-... 

Mutando il segno ad x si ha 



ha^t--|c, 



oogic 
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6. consideriamo ora lo sviluppo della fuiizioue 
arctffX; la serie che si ottiene bì chiama la serie 
ciclomelfica. 

Formiamo l'espressione generale della derivata 
h'"" della funzione 

y = f{x) = aTatga: 
La prima derivata è 

/■'(^) = j-T--i = coa')/ = co8j/8eu(i/4- —1. 
La seconda derivata è eguale a 
/■"(.(.>;/|-sen?/sen(tf +-2J+coBi/coal7/ I- g-jj 

= i/'co8(2ff+ 2 J = (eoBj/)*aen2( y + yj. 

Analo^mente si troverebbe per la terza derivata 

r'(*) = 2!(coa</)'sen3(2/ |-|) 

ed in funerale 

/'"{a;) = (n — l]!{co8?/)"senM ly '''"oj 

'"-!)! r ^ ^^ "1 

= _ -^sen» arctga; + ~ . 

a+x^^ L J 

In questa maniera resta espressa mediante x la 
tlerivata n"" di arcotangente. Potremmo ottenere 
una espreBBÌo[ie tutta algebrica in x, o libera dalle 
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t rasce ndoiiti ; ma allora si ha una forinola 
ale uoii è facile ricouoscere la legge ge- 
i formazione. 

^^ 0, are tffX^^^o e quindi 

" [x) - o (se M è pari) 

' (^'l — [ — 1) [w — 1; ! (se )i è dispari). 
pressione di R„ è {sotto forma di Cauchj-) 



-l;!(l-!-0!a;^ 



ìn?i/arctgOir + ii"\ 
nwlarctgtì j: + -2/ 



ore (f-0)"'^ converge a zero; l'ultimo fat- 
indo un Kero converge sempre ad una 
finita per qualunque valore di 0; e il 



[l+0^a!*J 



oo converge a zero, per qualunque 9, se 

luppo di Taylor sarà dunque convergente 
mpo di variabilità di x che si estende da 
sino a x^ + l\ gli archi che hanno per 
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fra tali limiti ai deyo estendere il campo di varia- 
bilità dì j/. 

Si ottiene così ia serie 



Poniamo x^ 1 e ai ha 



Con questa serie si potrebbe calcolare II valore 
(li a; ma questa serie è troppo poco rafiidamente 
convergente; per avere un valore assai approssi- 
mato bisognerebbe calcolare moltissimi termini di 
tale serie. Si possono trovare altre scric per cal- 
colare assai pili facilmente il valore di tt. Talo 
valore è t = BM1592653 ... 
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CAPITOLO iV. 
STUuio dell'andamento di una funzione 

NBLLK VICINANZE DI UN PUNTO. 



§ 1. Funzioni crescenti e funzioni decrescenti in 
un punto. — La considerazione delle derivate dì 
una funzione ai presta per studiare l' andamento 
della funzione in un punto, cioè le relazioni di 
grandezza che hanno fra loro i diversi valori della 
funzione nello vicinanze di un punto. 

Una prima considerazione che ci si presenta ù 
la seguente: Oonsideriamo il valore della funzione 
in un punto Xq, f(xo), e i valori che la stessa fun- 
zione acquista in due punti prossimi al punto -r^, 
l'uno a sinistra e l'altro a destra; cioè nei punti 
ìFq — a, ìTo + h, dove k sia arbitrariamente piccolo. 

Può accadere che flx^ — A) sia minore di /"{aio), 
il quale a sua volta aia minore di f{X(, + h), e che 
queste relazioni di disuguaglianza si conservino 
qualunque sia la quantità k tendente verso zero. 
In tal caso si dirà che la funzione cresce quando 
cresco la variabile, cioè che nel punto Xg la fun- 
zione è crescente. 
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Espresso in forinole, si dirà che la funzione è 
crescente quando si hanno contemporaneamente le 
due diaugoaglianze : 

ì fi^-o-ì-h)- fioro )>0 

e ai dirà invece che la funzione è (ìecrcsceiite 
ipiando susBistoDo le altre disugnaglianze 

{f{Xo~h]-f(.T,)>0 

ìf{iCo-\-h)-f{a-o)<o' 

Corchiamo ora dì trasformare questi criteri in 
altri che siano indipendenti dalla quantità k. Di- 
vidiamo la prima delle I per — h e la seconda 
{>er T A, e allora evidentemente il criterio I si può 
trasformare in quest'altro, che il rapporto 

ih' 

deve avere sempre un valore positivo qualunque 
sia il segno di k, e per quanto piccolo sia h a 
cominciare da un certo valore dì h in poi. 

Facendo convergere quindi h a zero, poiché quel 
rapporto diventa la derivata a destra e a sinistra 
nel punto x„ noi possiamo dire finalmente: la fun- 
zione sarà crescente nel punto Xa quando la sua 
prima derivata ha un valore positivo in x = Xq, 
e naturalmente si ha ancora : !a funzione sarà 
decrescente nel punto Xo quando la sua prima de- 
rivata Ita un valore negativo nel punto x = Xo. 
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Se 8Ì tratti di una funzione che ammetta una 
rapproBcntazione geometrica mediante un ramo di 
curva è facile vedere che significato ha la condi- 
zione trovata. 

Chiamiamo direzione positiva della tangente ad 
una curva quella nella quale vogliamo intendere 
cho la curva resta percorsa da un punto mobile 
su di essa; e intendiamo poi ohe il ramo di curva 
si percorra nel senso nel quale cresce positiva- 
mente la ascissa dei suoi vari punti. 

Ciò fissato è facile vedere allora che l'ordinata 
della curva sarà crescente in ffo, o, come si dice, 
il ramo della curva sarà ascendente, se la d' — ■ — 
positiva della tangente fa colla direzione 
dell'asse di x, un angolo acuto, e si dirà 
che il ramo della curva è discendente qu 
direzione positiva della tangente fa un an 
tuao colla direzione positiva deirasse di i 

Il criterio che abbiamo trovato, perde ( 
lore quando la prima derivata è zero nel p 

Dobbiamo dunque esaminare questo cai 
poniamo che si tratti di una funzione per 
esistano e sieno finite le derivate sino ad i 
ordine n. Applichiamo la formola del vaio 
(v. § I, Gap. Ili) alla differenza 
no.-o + h)-f(a'o). 

Possiamo scrivere, supposto che f {^q) -- 

e perchè la funzione sia crescente o dee 
è necessario che il primo membro oambÌÌ|c 



FuHsioni crescenti e tìecreacetitl, ere. IT' 



col mutare il segno di h, o quindi, potcliò h^ ha 
segno costante, è necessario che f (x^ + h) muti 
segno col mutare il segno di /i, cioè essendo ]>er 
ipotesi f (x) una funziono continua (perchè nb- 
l)iamo supposto che esistano f " («\ /^' (.-e), eco.) f- 
necessario che f" (e) sia zero noi punto Xq. So 
questo non si verifica non è possibile clic la fini- 
zione sia erescento o decreseonta in x^. 

Per porci quindi da un punto di vista- goneralo 
immaginiamo che in Xg sieno zero la prima, la 
seconda, .... la n-1"" derivata e la n™' sia diversa 
<la zero. Allora colla solita forinola possiamo scri- 
vere 



«■'■• + "'- „,■ 



e f" i^Q + " A) non cambia segno col mutare il se- 
f{no di h (h essendo una quantità arbitrariamente 
|)iccola) altrimenti /'"dovrebbe essere zero in x,i, 
contro l'ipotesi. 9o quindi n è pari, allora si vede 
che il primo membro non può mutar segno col 
mutare il segno di A e perciò la funzione nel punto 
x„ non sarìi ne crescente, né decrescente. 

Se invece n è dispari, allora /(" muta segno col 
mutare quello di h; e quindi si avvera il fatto del 
crescere o decrescere della funzione. 

Se /^ (Xf)) è diverso da zero ed è p. es-, positivo, 
allora, supposto che f" è una funzione continttff, 
si potrà sempre' trovare un b così piccolo che 
/^ («0 =*^ * A) sia sempre positivo essendo fl h mi 
qualunque numero inferiore ad A, e quindi in tal 

Pascal, Calcolo diffeitiizlale. 12 
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caso, passando h dal negativo al positivo, la dif- 
ferenza 

passa dal negativo al positivo, cioè ha 
le disuguaglianze I, cioè la funzione è 
Viceversa se f"{x„) è negativa, allora I 
ò decrescente, 

Raccogliendo dunque i risultati ottcnui 
dire: sia n l'ordine delta prima delle d- 
non è sero nel punto xo; allora se n ^ i 
jMiri, la funzione non è né crescente né d 
se invece n è dispari allora la funzione 
se f " (xo) è positivo ed è decrescente se 
un ealore negatieo. 

Kesta ora naturalmente a considerai 
il caso in cui la funzione non è né ere 
decrescente nel punto x,,. Ciò sarà fatte 
grafo seguente. 

§ 2. Massimi e minimi delle funzieni i 
variabile. — Se una funziono f{x) in ui 
è tale che 

/■(^B + ìi]-f{xa) 

per qualunque h piccolo a piacere ha 
fisso, cioè o sempre positivo, o sempre 
<{ualunque sia il segno di h, allora noi < 
la f in Xa possiede un minimo o un n 
spetti va mente. 

È facile vedere che una condizione 
perchè ciò accada è che la prima deri 
funzione sia zero in Xo- , ■ , , r , 
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Infatti i (lue rapporti increment»!! 

f{xo-h)-f[Xo) fiXo + h)~f:Xo) 

- h ' +A 

per le ipotesi fatte, snraiino sempre di Bcgno con- 
trario por qualunque valore di /*; ma i loro limili 
devono essere eguali perché devono rappresentare 
la derivata della funzione nel punto Xq, dunque 
tali limiti non potranuo ohe essere zero. 

Ricaviamo dunque prima di tutto che condizione 
necessaria perchè la funzione in Xa abbia un mas- 
simo o un minimo è che la prima derivata sia 

Vediamo come si fa allora a distinguere ae si 
tratti di un massimo o di un minimo. 

Supponiamo che in X(, la seconda derivata della 
funzione sia diversa da zero- 

In tal caso, supposta la continuità della seconda 
derivata, sì potrà sempre trovare un intorno at- 
torno Xd, cioè un'ampiezza h in modo che 

abbia segno costante ed eguale al seguo di f" (r,,). 
Consideriamo allora la formola 

che si ricava dalla formola generalizzata del valor 
medio arrestata alla seconda derivata, supposto 

In tale formola si vede che il secondo membro, 
e quindi anche il primo ha segno costante, cio^ 
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indipendente dal segno di /t; e propriamente ha 
segno positivo se la f" {xo) è positiva e segno ne- 
gativo se f" (3^) è negativa. 

Nel caso dunque che la seconda derivata è di- 
versa da zero, si ha effettivamente un massimo 
un minimo, e propriamente un massimo se la se- 
conda derivata è negativa, e ttn mimmo se in 
seconda derivata è positiva. 

Per stabilire ora la teoria da un punto di vista 
generale supponiamo, come nel paragrafo prece- 
dente che sieno in x^ 

che sia f"(x) la prima delle derivate che non 
si annulli in x^- 

8e M fe un numero dispari, allora sappiamo dal 
paragrafo precedente che la funzione è ereacente 
decrescente, il che porta che la differenza 

nxo±h)-fix,) - 

non ha nn segno fisso indipendente dal segno di 
h, e quindi allora evidentemente non ci potrà os- 
sero nò un massimo uè no minimo. 

Se invece n è un numero pari, allora dal para- 
grafo precedente sappiamo che la funzione non è 
né crescente né decrescente. 

Applicando al solito la formola del valor medio 
arrestata alla derivata m"", si ha 

/■(r.=t;.)-fw-^y"(^. ±«« 

e potendo trovare un h così piccolo che 
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sia sempre di BegQO fisso e propriamente del me- 
deaimo segno di f* (a^), ed esBendo h" sempre 
positivo per n pari, si ha che il primo membro 
avrà segno fisso e quindi ci troviamo nel caso di 
un maasimo o di un minimo. 

Propriamente se /^(iCo) è negativo, allora sarà 
costantemente negativo anche il primo membro, 
e quindi si avrà un massimo, e un minimo invece 
se /*'(a^) è positivo. 

Abbiamo dunque per risultato: 

Se l'ordine a della prima delle derivate che in 
Xo è diversa da zero, è un numero pari, allora, 
e allora solo, in x^ la funzione avrà un massimo 
o un minimo, e propriamente avrà un massimo 
se f"(Xo) ha segno negativo, e avrà un minimo se 
f (xoì ha segno positivo. 

Per un punto di massimo o minimo dunque cer- 
tamente la prima derivata della funzione deve es- 
sere zero, come abbiamo sopra dimostrato diret- 
tamente. 

Se quindi noi vogliamo trovare i punti in cui 
uaa data funzione è massima o mìnima, basterà 
che eguagliamo a zero la prima derivata, e fra 
le radici della prima derivata certamente saranno 
compresi tutti i punti di cui si parla; per modo 
che quelle fra le radici che non annullano la se- 
conda derivata, oppure in generale, che, annullando 
la seconda derivata, annullano anche le derivate 
seguenti, sino ad una di ordine dispari, sono quelle 
corrispomlonti ai massimi e minimi. 



n Google 
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Se immaginiamo che la funzione sia rappresen- 
tata al solito da un ramo di curva, allora nei 
punti di maaaimo o minimo, la tangente alla curva 
sarà parallela all'asse di x, perchè abbiamo detto 
che la prima derivata della funzione deve essere 
zero. Quindi geometricamente il problema dei 
massimi e minimi della funzione, si riduce alla 
ricerca di quei punti della curva rappresentativa 
in cui la tangente è parallela all'asse di x. 

Passiamo ora ad alcune applicaiiioui. 

Si voglia ricercare un punto in cui la funzione 

ò massima o minima. 
La derivata prima di tale funzione ò* 
/■' = a:=^(loga;+l) 
e la derivata seconda è 

/'" = JF'^{logan- l,* + ii^-" 
La espressione 3^ non si annulla per alcun va- 
lore finito di X. Le radici di f sono dunque date da 

log ic + 1 = cioè log a; =s — 1 cioè a = — 



* Qneeta derivata bì può faro cut teorema delle funzioni 
composte. 

Congiderittnio la funr/ione composta f(x)^f (x)^'*' =^g^f. 
La ena derivata 6 



Py, (73: ~ 3i/, dx 



: + yi loB*i ^ = 



= tte)fte)'' T^H-'t'-J '"S?"^*,,,. 
Per f («) — «, e f W = J^ ei li^ la fof molo del test o. 
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Per tal valore la eecoiida derivata aciiuista un 
valore poaitlvo. Dunque questo valore di x eorri- 
spoude ad un minimo della funzione- 

Sì voglia divìdeie uu numero « iu due parti 
tali che il prodotto di tali parti sia un massimo. 

Se ehiainiamo x una delle parti, l'altra parte 
sarà a - X, e il prodotto 

(love essere un massimo. 
La prima derivata è 

f' = n-2.v 
e la seconda derivata è 

r--2. 

Il punto X che annulla la prima derivata ò 



e BÌccome la seconda derivata è diversa da zero 
ed è negativa, possiamo dedurre che tale ic trovato 
corrisponde effettivamente ad un punto di massimo 
della funzione. 

Dunque per risolvere il problema proposto bi- 
sogna dividere per metà il numero n. 

§ 3. Massimi e minimi delle funzioni di pili va- 
riabili. — Nel caso dello funzioni di più variabili 
possiamo definire il punto di massimo o di minimo 
in modo analogo a quello tonufo per le funzioni 
di una variabile. — 



Copilolo IV. ~ § t 



Diremo che la f{xi x^. . . x,„ ) è massima o ini- 
niina nel punto 

Ol Oj . . . ani 

({uaniio, qualunque sieno gli increinenti ]iiecoli a 
piacere hi A, . . . /(«,, si ha sempre 

/[«, + /(, , a, + /',,...«« + Ahi}- /"(OiOj... am) 

di segno costante qualunque aieno i segni della 
quantità h. 

Colla formola generale del valor medio poesiamo 
esprimere diversamente la differenza fra i due 
valori consecutivi della funzione. 

Per porci da un punto di vista generale, sup- 
pouiamo che nel punto di cui bÌ parla, sìeno zero 
tutte le derivate parziali della funzione sino a quelle 
di ordine n-1. 

Allora possiamo scrivere (v. § 1, cap. Ili): 
f[n, + Ai , , . . (Io. + Am) — /"(«! , . . . flm) = 

j,=a,-i-S,hi 



3t™=0„+fl^„ 



dove si sa che cosa si intende per l' espressione 
simbolica del secondo membro. 

Possiamo subito far vedere che, per aversi il 
massimo o minimo giuBta la definizione data, il 
numero n deve essere maggiore di t, oioò si devono 
anrmllnro tutto lo derivato di 1" ordine della fun- 

Percliè se fosse n eguale a /, e quindi non bì 
annullasse almeno zitta delle derivate di primo 
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ordiae della funzioue, |>. es., |>cr fissare le idee la 

,- -, allora pouendo 

Ag = Ag = . . . ft„, = o 

ed n ^~= 1, il secondo membro della formula supe- 
riore, diventerebbe 



Ma.^. 



si potrà sempre, come nel paragrafo precedente, 
troTare un valore di A, per modo che per ogni xi 
compreso fra 

di — fij e ai + h^ e per ic, --=a,...(j;„ = a„„ 

, . df 

la espressione ; — ' 

dente dal segno di li,. Ma allora, il secondo mem- 
bro, avendo per fattore hi, non avrà segno eo- 
stante, e quindi non tì sarà nò un massimo nò 
un minimo. 

Questa proprietà la possiamo porre sotto que- 
st'altra forma: Se la funzione di più variabili ha 
in un punto un massimo o un minimo, il suo dif- 
ferenziale totale 



dece essere zero per quel punto. ^-^oogle 
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Possiamo ora far vedere che il numero n deve 

essere essenzialmente uu numero pari. 

Applichiamo infatti alla differenza dei valori 
della funzione la formola generale del valor medio, 
arrestata al termine contenente le derivate di or- 
dine n-\- 1. 



Si ha 



devo il secondo termine del secondo membro con- 
tiene, sviluppandolo, le potenze di A, /t^ di grado 

H + i, mentre il primo le contiene al grado n. 
Supponendo poi finite in tutto un intomo del punto 

«1 a, le derivate di ordine » f i di f, che sono 

i moltiplicatori delle potenze n + 1"" delle '', ri- 
caviamo che quel secondo termine, che possiamo 
chiamare R, 6 un infinitesimo rispetto al primo 
termine; faceudo cioè decrescere le quantità '', si 
può fare che il segno di tutto il secondo membro 
dipenda dal segno del primo termine solo. 

Ora in questo i coefficienti delle h sono le de- 
rivate parziali di ordine n prese per il punto a, cr, . . . . 
e quindi sono quantità il cui valore è indipendeuto 
(lai valori delle h ; se » è dispari, mutando allora 
ì segni di tutte le /', resta mutato il segno di tutta 
l'espressione; dunque il primo membro non anrobho 
di segno determinato. , 
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Per aversi dunque un massimo o minimo è ne- 
cessario die il numero a sia pari. 

Una Boatanziale differenza fra il caso delle fun- 
zioni di una variabile e quello delle funzioni dì 
più variabili è però questa; che mentre nel i)rinio 
caBO, se n è pari, ai ha sempre certamente un mas- 
simo o mìnimo, nel aeeondo invece può anche non 
aversi un maasimo o minimo. 

Per avereì il massimo o minimo è neceasario e 
sufficiente che la eepreaaione 



abbia sempre lo stesso segno qualunque sieno ì 
se^^i delle A convenientemente piccole. 

Sviluppando la oapressioue di cui si parla ai ha 
una espressione omogenea dì grado n nelle /', i 
cui coefficienti sono le derivate parziali di ordine 
n di f prese noi punto «i «,...., sì ha cioè ciò 
che si suol chiamare una forma di grado n nelle /'. 

Queste forme si distìnguono' in due categorìe 
forme definite e indefinite; sì chiamano definite 
quelle che hanno sempre lo stesso segno qualunque 
siano i valori o i segni delle /' , e sì chiamano in- 
definite quelle che possono mutar segno facendo 
mutar i valori e ì segni della I'. 

Ricaviamo dunque che perchè si abbia un mas- 
simo minimo è necessario che quella forma di 
ffrado n sia una così detta forma definita. 

E qui naturalmente occorrono rieercho speciali 
per trovare a quali condizioni debbono soddisfare 
i coefficienti della forma perchè essa sia definita. 
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Per iiuesta ricerca ci liiiiitiaino al caso di n - 
e di due sole variabili hi h^. 
8i abbia la forma quadratica 

A Al' ■+■ 2 B /»! Aa + C V 

dove nel iioatro caso 






Se la nostra forma quadratica deve essere defi- 
nita positiva, allora evidentemente A e G debbono 
osaere positivi, perchè ponendo in particolare h^ = Q 
ovvero Aj = o, la forma diventa rispettivamente 
Ah'^ ovvero Ch^^ che devono essere delle quan- 
tità positive. 

Scrìviamo ora la forma quadratica nel se- 
guente modo 

^ l(A h, ^ B A,;= + {A C " B') hA . 

Si vede dì qui che 

A C-B' 
deve 088«re positivo, perchè, potendo scegliere /'^ /i« 
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in modo qualunque, aceffliamoli in maniera che 
sia 

e allora, se -4 C — B^ fosse negativo, tutta la forma 
per tali valori di h^ A,, avrebbe un valore ncp:ativo. 

D'altra parte se AC — B^ ò positivo, si vede 
immediatameute che per qualunque valore reale 
di h^ ft,, la forma ha sempre il valore positivo. 

Sé la forma deve invece avere un valore nega- 
tivo qualunque aieuo i valori di ''j A„ allora, cogli 
stessi ragionamenti, si trova che A o C debbono 
essere negativi, e AC — B^ deve essere positivo ; 
dunque possiamo dire che in ogni caso dove sem- 
pre essere 

AC-B>o 
perchè la forma sia definita cioè di segno costante 
qualunque siano i valori di /i, /<^, e, soddisfatta che 
è tale condizione, se poi A è positivo allora la 
forma è positiva, e se 4 è negativa allora la forma, 
è negativa. 

Notiamo che, colla condizione posta, A q C de- 
vono essere necessariamente dello stesso segno, 
altrimenti A G-— B* sarebbe negativo. 

Possiamo allora conchiudere anche che se 
AC—B'' 
il negativo la forma non è di segno eostante cioè 
è una forma indefinita. 

Dalla teoria delle equazioni di 2" grado si sa 
che A C — B* e il cosiddetto dincriminanfe del- 
l'equazione 

As^ + 3Bz+C = o 
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che le radici di tale equazione sono reali o im- 
maginarie secondochè AC — B^ h negativo o po- 
sitivo. 
Ora la nostra forma quadratica può scriverei 



^■(-fèl--(^) 



HC 



e il secondo fattore è proprio il primo membro di 
queir equazione di 2" grado quando vi si pone 

z^-7^. Possiamo quindi dire che la forma qua- 

"2 

dratica sarà definita o indefinita secondochè quella 
equazione quadratica ha le radici immaginarie o 
reali. 

Questo fatto dol rosto può dimostrarsi anche 
diversamente; perchè sia positiva la espressione 



'■■(^(ir-^fè) 



fO 



qualunque sieno i valori di li, Ag, deve essere po- 
sitivo il secondo fattore, essendo il primo un qua- 
drato. Se quella equazione quadratica avesse le 

radici reali a, p, (a < p) allora ponendo per ^ prima 

un valore minore di «, e poi un valore maggiore 
di a ma minore di P, si sa dall'algebra che il po- 
linomio acquista due valori di segno contrario, 
mentre che per le nostre ipotesi esso deve acqui; 
stare sempre un valore di segno costante. Dunque 
le radici di quel polinomio devono essere imma- 
ginarie. 
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Nel caso elio lo radici sono reali, il polinomio 
cambia di segno perchè passa per nero ogni volta 

che il rapporto j^ passa per il valore di mia dello 

radici. 

Voffliamo ora risolvere un' obbiezione eho si po- 
trebbe fare. Sì potrebbe credere che la condizione 
da noi stabilita perchè si abbia un masaìmo o mi- 
nimo, che cioè una certa forma di grado pari n 
sìa definita, cioè sia di segno costante per titlti i 
sistemi di valori delle l>, sia una condizione più 
ristretta di quella che occorro effettivamente per 
il massimo o minimo. Perchè dalla teoria dei mas- 
simi e minimi risultava che esìste un massimo o 
minimo quando quella corta forma di grado ìi è 
di segno costante, ma per valori dellf fi assai piv-- 
simi a zero, cioè quando si possa sempre trovare 

un campo di variabilità delle A, Aj attorno il 

punto zero, tale che per ogni sistema di valori 
(ielle h comprese nei campo, quella forma abbia 
segno costante. 

Ora non è dìfBcile far vedere che le due con- 
dizioni si equivalgono perfettamente, cioè che, se 
la forma è di segno eostante per valori di h pros- 
simi al valore zero, sarà di segno costante per 
valori qualunque delle h anche grandissimi. 

Perchè tornando alla forma quadratica dì due 
sole variabili, se essa è di segno costante, p. os. 
positiva, per tutti i valori di fi^ e ^a minori rispet- 
tivamente di Si e sj in valore assoluto, per altri 
valori di A, ftj p, es-, k, ig maggiori in valore 
assoluto di <i e eg, noi possiamo sempre trovare 



192 C(fpit(iU IV. — § ■!. 



un lìunipi'o poaitivo w tale clie eia 

dove hj h-i siono minori in valore assoluto di e, e ij. 
Basterà perciò prendere m maggiore del maggiore 
dei due rapporti 

Allora facendo quelle sostituzioni, sì lia 

e quindi, se il secondo fattore del secondo mem- 
I>ro È [)ositÌTO, lo deyc essere sempre anche il primo 
membro. 



Come esempio della teoria dei i 
scegliamo il seguente: Vogliamo delerminare il 
triangolo iscritto in un cerchio e che ahhin la 
massima area. 

Scegliamo un punto arbitrario A della circon- 
ferenza come un vertice del triangolo iscritto; la 
«tuestiono si ridurrà a trovare gli altri vertici. 

Pel punto A meniamo il diametro A 0, e sce- 
gliamo come incogniti gli angoli che due lati del 
triangolo partenti da A formano con tale diametro, 
e che chiameremo rispettivamente e ?. Se per 
valori di tali angoli troveremo due valori di segni 
contrari, vorrà dire che i due lati del triangolo 
partenti da A stanno da parti opposte del dia- 
metro, e se troveremo due valori dello stesso 
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seguo, vorrà dire che i lati del triangolo m^BÌmo 
stanilo dalla medesima parte del diametro- 

L'angolo dei due lati del triangolo, cioè l'angolo 
ìq a sarà espresso in generale dalla differenza 
degli angoli 4 e » che i due lati formano col dia- 
metro; cioè sarà 6 — ?, 

Dunque l'area del triangolo sarà 

Area =~ AB .AG .aeQ{^ - <i) 

ed essendo 

AB = 2r cose 
AC = 2r eoa 9 
dove r è il raggio del cerchio, si ha 

Area =: 2 r^ eoa * cos 9 sen {9 — 9) = f, 
9i ha dunque una funzione f delle due variabili 
e ^ che bisognerà rendere maesinia.' 

Formiamo le derivate parziali rispetto a 9 e ? 
e sì ha: 

d« ' 

H. 
dì ' 



:-2»-*8eE8ooBf 8en(9-9) + 2j-*co8 8cosf een(9-?) 
r* eoa f C08 (2 9 — ^) 
-2r2 0089008 (9 -2») 



ai' 

|^=2r'8en2(9-,) 
|^=-4f'ooil98en(9-2f). , Coojlc 

PUOAL, Calcato dtfftrtmialt. ^ 
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Por avere ì valori di 9 e » che corrispondoao 
ad un iiiaBaiiiio dobbiamo porre eguali a zero le 
prime derivate, cioè 

eo8 f eoa (2 — ?) = o 
eoa eoa (0 — 2 9) = o. 

Ma ev idea teme Qte, per la natura del problema 
che stiamo trattando, gli ani^olì e <f non possono 
esaere uè angoli retti né multipli di angoli retti; 
quindi oca II e cosO non possono esaere zero; e 
perciò dobbiamo porre 

eoa (2 — f ) = o 
eoa (0 — 2 ?) = y 



^""2 

-2^=; 



Vediamo che cosa diventano con tali valori 1 
seconde derivate; ricordando che 



ease diventano rispettivamente 

— 2\'3r' , +/3r* , — 2\/^r*. 
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Moltiplicando il primo e uUiino termine e sot- 
traendone il quadrato del secondo termine si ha la 
quantità positiva 9 r\ e quindi ne conchiudiamo 
che, per gli indicati valori di e ^ la funzione f 
ha effettivamente un massimo o minimo, e, osser- 



couchiudere che si tratta di un massimo e non di 
un minimo. 

Avendo trovato che e % sono eguali e di se^o 
opposto ne conchindiamo poi che i lati AB, AC 
del triangolo sono situati da parti opposte del dia- 
metro passante per A, e formano con tal diametro 
angoli eguali, e l'angolo che formano fra loro ù 
la terza parte di due angoli retti. Il triangolo che 
cosi si viene a formare è, come è facile vedere, 
un triangolo equilatero ; dunque il triangolo iscritto 
nd cerchio e avente la massima area è il tì-ian- 
golo equilatero. 

% 4. Calcolo dei massimi e minimi, nel caso delle 
funzioni implicite. — In questo paragrafo non do- 
vremo esporre una teoria nuova, ma dovremo solo 
mostrare come si possono disporre opportuna- 
mente ì calcoli nel caso in cui la funzione sia data 
eotàa forma implìcita. 

Supponiamo in generale che sieno date m equa- 
zioni f ra m -I- n variabili 

/"i (ir, a;, . . . «« y, y, . . , y»,) = 

/m (a;, a^ . . . Xn ViVi... ym) = £».C00glc 
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Queste equazioni possono determioare le m va- 
riabili Vif/o'-.f/m in funzione delle altre varia- 
bili X. 

Immaginiamo di voler calcolare i niasBimi o mi- 
nimi di una di queste funzioni, e naturalmente si 
voglia condurre il calcolo senza supporre prima 
fatta la risoluzione dì quelle equazioni. 

Noi osserviamo che so supponessimo sostituite 
in quelle equazioni in luogo delle y le loro espres- 
sioni in funzione delle ir, i primi membri risulte- 
rebbero funzioni delle x identicamente zero per 
qualunque sistema di valori delle x; quindi il dif- 
ferenziale totale di quei primi membri delle equa- 
zioni possiamo porlo eguale identicamente a zero; 
abbiamo quindi 



Se ora la funzione >/, delle variabili x^Xi.. . 
xh deve essere massima o minima, debbono essere 
zero tutte le sue derivate parziali di 1" ordine, 
cioè tutti i coefficienti dell'espressione del diffe- 
renziale totale della funzione y,, cioè di rfy,. 

Mediante le equazioni di sopra noi possiamo tro- 
vare la espressione dì dyi'., abbiamo perciò da 
risolvere un sistema di m equazioni lineari nello 
rn incognite d i/i dy< ... d y,». 
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implicite. 1 



Risotrendo quel sistema di equazioni lineari ab- 
biamo allora 





d»,- 


^..- 


I.. 




df. 


If, 






8», ■ 


d»,. 














a/-» 


dU 






8*1 


àv,. 





e Xi ,.. X» sono i determinati formati sosti- 
tuendo in queBto, in luogo degli elementi della 
prima colonna riapettivamente gli elementi: 



Sf.. 



X, 



dj, 
8», 
df, 8 U „ Y 



8fi 
9i. ■ 






Ponendo allora le equazioni 

Xi — o X, = o ... X„--o 

abbiamo in tutto un sistema ài m 'r n equazioni 
(insieme eolle equazioni date), e tal sistema deter- 
minerà i valori di tutte le m -1- n Tariabili. 

Se la Vi può diventare massima o minima, essa 
lo dovrà necesaariameuto diventare per uno o pili 
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dei sistemi di valori delle ^ che si sono ricavati 
in tal maniera. 

Il i)roblema che abbiamo risoluto contiene come 
caso [lartieolare quest' altro. 

Sia data una funziono y esplicitameute nelle 
variabili t., Xì.. . Xh e si supponga che fra queste 
variabili sussistano una o pii^ relazioni. Si voglia 
ricercare il massimo o minimo della funzione y. 

Questo problema ai può trattare come il prece- 
dente supponendo che le funzioni f,fi..- sieno 
rispettivamente della forma 

y~/'(^,ir,...a;„) = o 
<f (ar, icg . . . «„ ) " o 



cioè che la prima contenga tutte le variabili del 
problema che sono y a^^ ir, . . . a;» , e le altre con- 
tengano solo le variabili x^x^ .. .xn. 

Supposto che queste equazioni date Steno in nu- 
mero di m, esse potranno determinare m delle 
variabili, fra cui y, in funzione delle altre 



Vogliamo ora applicare questo metodo ad un 
esempio. Togliamo ricercare fra tutti i triangoli 
che hanno il medesimo perimetro, qual'è guello che 
ha la massima area. 

Chiamiamo ir, x^ x-, i tre lati del triangolo; 
se allora 1/ è l'area del triangolo, e 2p il perì- 
metro dato, abbiamo le equazioni 



^p(p -'xr)(p~£Ct)(p-Xs)- 

Xi + x, + ce3 — 2p 



Massimi e minimi delle funzioni impilale. 
Differenziando le due equazioni abbiamo 



2'Jp - X, '2\lp — x. 



dx^ +dXì-i- dx,^ -=0. 

Considerando come incognite in queste due equa- 
zioni dy pflx^ e risolvendole si ha 



rf,,-/l. ! p(p - ^g) 6j - ^3 1 ■ ^ , I p (p-^,) (>-^sI \ ^_ 

^ ^V (p - -^-^ 2V _(p^2fh-Jl 
\ 2V (p-^.) sV ip~x,) n- 

Giusta la teoria sviluppata sopra, bieognerà porre 
eguali a zero i coefficienti di d x, e. d x,, e restano 
allora le equazioni 



. Ì PÌP-!^^tp-^ì) = Mp-^t)ip-'^^) = . \ p{p-^ùi-P"^y 

V i.p-^H) V (p-«i) V (p-a^.) 



r,) 

donde 

j) - a;, = jo — ìTj = p — a?j 
e quindi 

2p 

Ricaviamo quindi che il massimo triangolo fra 
tutti quelli che hanno il medesimo perimetro è il 
triangolo equilatero. 



CAPITOLO T. 

ALCUNE APPLICAZIONI ANALITICHE. 



§ 1. Limite del quoziente di funzioni. - Formolo 
Indeterminate. — Loro risoluzione. — Immagi- 
niamo una funzione composta di due altre di una 
rariabile indipendente, mediante la formola 

e supponiamo che perx = a, ledue funzioni 9 (^) 
4 {x) diventino ambedue zero. Allora Ìl valore di 

f {x) per X:=a BÌ presenta sotto la forma -rr. 

Una tal forma non rappresenta un valore deter- 
minato; infatti al quoziente -r può assegnarsi un 

qualunque valore A finito zero, e resta sempre 
soddisfatta la proprietà del quoziente che il nume- 
ratore è eguale al denominatore moltiplicato per 
il quoziente A, percliè si ha sempre la identità 
A.0:=0 qualunque sia A. 

Siamo dunque in presenza dì una forma cosid- 
detta indeterminata. Ora supposto che le funzioni 
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<p {x) ')' {x) siero oontìnue nell'intorno del punto «, 
anche f{x) sarà continua in tale intorno. Il pro- 
blema che ci proponiamo è semplicemente il se- 
guente: Cercare ti limile di f (x) per x = a. Se poi 
noi vogliamo che la funzione f{x), continua nel- 
l'intorno di a, eia continua anche in «, allora evi- 
dentemente il valore da assegnai'o ad essa nel 
punto a è proprio il valore di tal limite, e quindi 

in tal caso al rapporto — bisognerà assegnare quel 



tale valore. 
Nella ricerca dì tal limite eonaiate il problema 

della risoluzione à^W indeterminazione — . 



Noi in questo paragrafo vogliamo indicare un 
metodo che può essere alle volte utilo per la ri- 
cerca del limite di cui sì parla. 

Oltre della forma indeterminata — se ne pos- 



sono presentare delle altre. Così le forme 

— , 'x.o , ot", 1", (y, 'j= -tK 

sono altrettante forme indeterminate, come sarebbe 
facile far vedere direttamente. Però la risoluzione 
di tutte queste indeterminazioni si può ricondurre 
sempre alla risoluzione di una indeterminazione 

del tipo — , come noi faremo vedere. La indeter- 



minazione —-si può chiamare perciò la. indetermi- 
nazione fondamentale. 
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no presento una forinola che noi abbiamo 

to nel r^a|). II, § 4 per le funzioni di una 
labile. 

e) <f(x) sono due funzioni finite continue 
e in un intorno del punto o, e se sodo zero 
(( si ha la formola 

? («4 h) ^ y' (g t- & k) 

t (« + /*) ■[■(a + Hh)' 

. noi supponiamo che anche le loro deri- 
continue in a. allora passando al limite 

noi possiamo scrivere 

t(a + k) _f'{a) 

);Z-H<^ + h) !'(«)■ 

ipotesi fatte sulla continuità ilelle deri- 

?' (") 

1 che T-, , ; si può considerare come eguale 

+ (") 






ii.„ ^t« ^^0 _ ,i„ y' (« + ^-) 

lim r-, — rr = lim rr-, --7T 

'; indipendente da h cioè, nelle ipotesi fatte, 
: del raiypaiio delle funzioni può sosti- 
limite del rapporto delle derivate nel me- 
Ulto. (Regola di Hospital.) Quindi se que- 
limite put) calcolarsi piìi facilmente, sia 
'(a), Yi<*) sono diversi da zero e da a», 
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sia perchè possono farsi delle riduzioni nel rap- 
porto prima dì passare al limite, allora resta con 
ciò calcolato il limite del rapporto delle funzioni. 
Prima di sviluppare ulteriormente ta teoria pas- 
siamo nd alcuni esempi. 

9i abbia la funzione — -. Per ,r^o questo 
a- 
rapporto si presenta sotto forma indeterminata 

-. Noi sappiamo che il limite dì tal rapporto è 

1', vediamo ora come possiamo trovare lo stesso 
risultato, per la via qui indicata. 

Facciamo le derivate del numeratore e del de- 
nominatore e poi poniamo nel rapporto di esso 



loi già sapevamo per altra via. 
Colla stessa facilità si può calcolare il limite 



Si trova che esBO è eguale a 

-•- senir 

— - — per x=o 

!Ìoò è eguale a zero, come già sappiamo. 
Cosi per lim si trova 



- — per a: — 
cioè -/; ecc. ecc. ^ vml. GooqIc 
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II metodo che abbiamo sviluppato è fondato sul 
teorema che al limite per S-^Adel rapporto delie 
due funzioni può sostituirsi il limite del rapporto 
delle derivate, quando i valori delle dup. funzioni 
nel punto x = a sono zero, supposta naturai me lite 
la continuità delle dite funzioni e delle loro de- 
rivate in un intorno del punto x ^ a, e nel punto 
X ~ a. In questo teorema ai suppone che a sia un 
punto a distanza finita. 

Ora noi vogliamo completare la ricerca prece- 
dente facendo vedere 

1. Che un teorema simile vale anche quando 
i valori dello due funzioni in x = « eieno infiniti; 

2. Che un teorema simile vale anche quando 
il punto re = o è il punto oo, e le due funzioni 
SODO zero o infinite in tal punto. , 

Supponiamo infatti che le due funzioni, puro ea- 
sondo continue insieme alle loro derivate in un 
intorno di j; = a ed in .-r = a, sieno infinito in tal 
punto. 

Allora il rapporto di esso sì presenta sotto la 

forma — che è la seconda delle forme indeter- 
minato di cui abbiamo parlato sopra. 
Poniamo allora 



e allora le due funzioni diventeranno infinite per 
z = oo. 

Ora sì sa (v. Cap. Il, § 1) che se una funzione 
di e diventa <x> per z = e», allora lav 8»ai\derìvata 
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per 2 = oo non è altro che il limite del rapporto 
della funzione alla variabile stessa. 

Ondo chiamando ì'i{0) +1(2) le due funzioni di 
3 che risultano ponendo in f (a;) f (x) in luogo dì 



* 


z 


■i ha 


?,' 


(« 


= lim 


li'z) 


t.' 


(00 


= lim 


Wf) 



e se si suppon^'ono »\ 'f'j funzioni continue di 2 
anche per s; ^ 00 , il valore loro in z = oc sarà 
il limite dei valori che acquistano facendo crescere 
indefinitamente ?, cioè 

lim fi (s) = lim — — 



donde dividendo si ha: 

„•>+, (a) •.»VW 
cioè eHseado 

?iW — ?(*) , fi' W=- »'(*)-,- 

+,(»)=+(») , »,'a)=-r(*)4 

Cmogic 
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e con ciò il teorema è dimostrato. 

Dalla dimoatra^^ioae di questo teorema risulta 
subito quest'altro che: se le due funzioni sono in- 
finite per a: = 00, e sono sempre coQtiriue insieme 
alle loro derivate, allora il limite del rapporto 
delle funzioni è Cfjuale al limite del rapporto delle 
derivate; ciò costituisce una parte del secoudo 
teorema da dimostrare. 

Se poi infiae sì suppoue che le due funzioni sieno 
zero nel punto a; = 00, allora considerando le loro 
inverse, si hanno altre due funzioni che sono in- 
finite per 3; = 00, e a cui quindi può applicarsi il 
teorema ultimo. 

Considerando le funzioni 

1 1 

che sono iufinite per a; -=00, si ha ohe il limite 
del loro rapporto cioè 



hm ~-^ che e hm ~-~ 
è eguale al limite del rapporto delle loro derivate 
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DaU'e)^uagliaaza del due limiti risulta subito 

! Con ciò resta dimostrato completamente il teo- 

, rema per tutti i casi. 

Vogliamo oaserrare che Dell'ultimo caso, le due 

: derivate debbono esaere necesBarìamente anche 
zero nel punto x ~- oo, se le funzioni sono zero 
(v. Cap. II, § I): quindi se si vuole in quel caso 
applicare il teorema alla soluzione della indeter- 
minazione, si ha ancora un quoziente della forma 

-r-. Però la sostituzione di un limite all'altro può 

essere vantaggiosa in altra maniera per il nostro 
scopoj un esempio ci sarà utile per intender me- 
glio quello che vogliamo dire. 



log(l + |) 
lag(l.AJ 

per « = 00, 



uGooyk 



Ì08 Capitolo V. - ^' 1. 

Facendo le derivate si ha 






i + - 



per a: = oc si ha per limite a. Le due derivate 
sono anche eaae zero per ic -=00, ma contengono 
un divisore comune x^ ohe si può dunque soppri- 
mere prima di passare al limite. 

Il teorema da noi dimostrato può essere utile 

per la risoluzione delle indeterminazioni —r. 

Però, dal putito di vista pratico, noi osserviamo 
che non sempre con esso si riesce senz'altro a ri- 
solvere l'indeterminazione perchè potrà accadere 
che il rapporto delle derivate prime ai presenti 
anche sotto forma indeterminata; allora potrà ri- 
applicarsi lo stesso metodo tante volte quante ne 
occorre; e potrà poi anche accadere che applicato 
quante volte si voglia, mai si giunga a risolvere 
i' indeterminazione. 

Si abbia il rapporto 

— ^ (li positivo qualunque). 

Per « == ao si ha la forma indeterminata — , 
Facendo le derivate dei due termini si ha 



Google 
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che per ic^oo è zero; onde per quanto piccolo 
sia n (purché positivo), l'influito di log^ è sempre 
(li ordiae minore dell'infinito di x" ; cioè possiamo 
(lire l'infinito di logx rispetto ad x è un infinito 
lìì ordine minore di qualunque ordine assegnabile; 
si potrebbe impropriamente dire nhe è un infinito 
di ordine zero. 
Consideriamo ora il rapporto 

-^ (n qualunque positivo). 

Facendo le derivate dei due termini si ha: 



Se H è maggiore di 1, allora questo rapporto 
per a^ — oo si presenta ancora sotto la forma in- 
determinata - . Facendo il rapporto delle derivate 

seconde, terze, ecc., si hanno successivamente le 
espressioni 

, . eie. 



n.n-lx»-'' ' n.n-l.n-2 x»-^' 

Se quindi « è intero, allora facendo il rapporto 
delle derivate n"" dei due termini si ha 



ni 

che per a:-»:» è oo; e se n non è intero allora 

facendo il rapporto delle derivate )■"• dove r sia 

Pascal, Calcolo differemiaie. H 
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un numero intero maggiore dì n, si ha 



n.[n — l)...{n-r+ l).ir"-'' 

dove l'esponente di jr al denominatore è negativo. 

Quindi questa espreseione per 3^ = oo è infinita. 
PoBsiamo dunque dire che l'ordine dell'infinito di 
e^ é maggiore di qualunque numero n ; impropria- 
mente potrebbe dirsi che l'ordine del suo infinito 
è infinito. 

Se ora passiamo a considerare le altre indeter- 
minazioni citate sul principio di questo paragrafo, 
troviamo subito che esse possono tutte ridursi al- 
l'indeterminazione fondamentale - - . 



Se infatti 


si ha 


una funzione del tipo 


per x—a 


sia 






<i{x 





h chiaro che per 3; = a il rapporto di y (a) e dì 

- , , -r- si presenta sotto la forma — -. 

■\{x) " 

Se sì ha una funzione del tipo 

¥ (*) — ■}■ («) Google 
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ohe per a; = o diventi della forma 

consideriamo allora l'altra funzione 
g-ifix) 

Il secondo membro per x =™ a si presenta sotto 
la forma --, e quindi, risoluta questa indetermi- 
nazione, si potrà trovare Ìl valore di 

lim ev^*)-"-!*) 
donde poi, prendendo il logaritmo, si troverà il 

Se infine si ha una funzione del tipo 

che per ^ = a diventi di una delle tre forme 

consideriamo il logaritmo della funzione data, 
cioè 

log=p(a;)fW = |(a.)log»(a:). 

Per x^a questa espressione sarà sempre dellA 
forma o . «> e quindi si risolve l'indeterminazione 
col metodo sviluppato avanti. 
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È naturale poi che molte volte si potrà evitare 
di ricorrere a questi artifizii per ridurre le altre 
iudeterminamni alla indeterminazione fondamen- 
tale, ma potranno anche adoperarsi artitizii di- 
versi variabili ila caso a caso. 

Così p. es., si abbia la fuuzioue 

/■(«,)_ i_ctg' a, 

che per x-=o diventa del tipo a: — oc. 

Senza applicare la trasformazione indicata eopra, 
facciamo la seguente altra: 

1 _ „ _ 1 coB^is _ sen' x — x ^ cos' r. 

x^ x^ sen^ X x* sen^a; 
(sen a? -~^co8 «J (aen ìe -t- a; cos ■v) 



Per « = il secondo fattore ai presenta sotto 

la forma -; mentre il primo ha per limite 2, 

Kisolvendo col metodo noto la indeterminazione 
del secondo fattore ai ha 

Jim 1— — — = lim „ , i = 

X sen jk U X sen x-\- x' eos x 

-I- sen X + X cos x 

= um s -. ;; 

2 sen x*ixiS(tBX-x^ sen x 

. +2ùosx — xmax \ 

6co«i:-&r6ena:-x'co8^ 3 
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onde rindetenninazione « — oe della funzione data 

resta risolata. Il limite della funzione data \ìqt 

. 2 
x=.o e-^. 

Prima di terminare questo paragrafo vogliamo 
fare un'altra osservazione. La teoria che abbiamo 

sviluppata per risolvere l'indetei-mi nazione ov- 
vero — di una funzione data come rapporto di due 

,-;-;, suppone che f {x) 1 (:r) e le loro derivate ab- 

biano limite determinato per x-—a, è in questo 
coso che il rapporto delle funzioni può sostituirsi 
col rapporto delle derivate. Ma se questo non ac- 
cade allora non potrà più applicarsi il teorema e 
dovrà ricorrersi ad artifici speciali e dipendenti 
dalla natura della funzione data; potrà allora per 
es,, anche accadere che non esista il limite del 
rapporto delle derivate eppure esista il limite del 
rapporto delle funzioni date. 

Un esempio sempliciasimo di questo è dato 
dalla funzione 



che per a; =^ oc ai presenta sotto la forma — . In 

tal caso non esìste limite determinato né per il 
uumeratore aè per il denominatore; ma ponendo 
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la funzione sotto la forma 



e osseryando che aQQX, per quanto indeterminato 
pera; = o=, è però sempre compreso fra ^f e + 1 

e che quindi per a; = « è zero, si ha che il 

limite richiesto è l'unità. Se noi facessimo il rap- 
porto delle derivate avremmo 

1 _ A«« .7, 1 

= tg* - ce 



1+e 

che è indeterminato per a; = oc. 

§ 2. Determinante funzionale di piìl funzioni. — 
Dipendenza ed indipendenza delle funzioni di piir 
variabili. — 8ì abbiano n funzioni yiìh- .. . y» di 
» variabili ic, te, . . . . iCn , e si formi il determi- 
nante 

i ^ Mi ^-1} ^ll I 



1- 



\dy^dyn_ 



Questo determinante si suol chiamare il rfefec- 
minante fuimonale o Juciibiano delle funzioni date, 
dal nome di Jacob! clic ebbe occasione di occu- 
parsene. 
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Un primo teoroma semplice sui determioanti fun* 
zionali è il seguente: 

Si immaffinino le yi yj . . . yo funzioni di altre 
lì variabili Z| Z; . . . Zn , e queste alla loro volta 
funzioni delle variabili indipendenii x, x, . . . xd . 
Se allora si cerea il determinante funzionale del- 
le y considerate come funzioni delle x, esso è eguale 
al prodotto del determinante funzionale delle y 
considerate come funzioni delle z, per il determi- 
nante funzionale delle z considerate come funzioni 
delle X. 

Questo teorema ricorda quello riguardante la 
derivata di una funzione composta. 

La dimostrazione del teorema è facile. 

Moltiplichiamo fra loro i due determinanti 



dì/. 


' Set 


8^1 


da 
■•9». 


8». 
8«. ■ 




ìli. 





Ejseguiamo questo prodotto, formando la somma 
dei prodotti degli elementi in linea del primo de- 
terminanti, per gli elementi in colonne del secondo. 
Se ai combina la i""' linea del primo determinante 
cfAVf" colonna del secondo, si ha 

e tale espressione (che formerà l'elemento di in- 
dici ij nel determinante prodotto) non è altro, per 
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il tttoreiiia delle derivate delle funzioni compo- 
ste, che la derivata di y^ rispetto a Xj, cioè 



Il teorema resta eoaì dimostrato. 

Abbiamo già notato che questa propOBÌzione ri- 
vela un'analogia che c'è fra l'operazione del de- 
terminante funzionale di più funzioni di più varia- 
bili, col l'operazione della derivata di una funzione 
di una variabile. 

L' analogia può essere spinta anche più oltre. 
Si può dimostrare che se le y sono funzioni delle 
X, e se viceversa le s. possono considerarsi funzioììi 
delle y, allora il determinante funzionale delle y 
rispetto alle x è l'inverso di quello delle x rispetto 
alle y. 

Si possono dimostrare anche altri teoremi che 
stabiliscono sempre più intimamente l'analogia di 
cui si parla; ed è per tale analogia appunto che si 
usa indicare i determinanti funzionali con un sim- 
bolo analof^o a quello delle derivate, cioè per in- 
dicare il determinante funzionale delle funzioni // 
rispetto alle variabili x si adopera il simbolo 

^{yiy2 ■■•!/") 

d («1 X2.. . Xii)' 

Ma un teorema sopra tutti importante è quello 
che si riferisce all'indipendenza o dipendenza delle 
funzioni. 

Se il determinante funzionale delle funzioni 
yi- ■■ yn rispetto alle variabili Xj x^ . . , xn è 
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identicamente nnllo qualunque sieno i valori delle 
X, compresi in un certo campo, allora, se unti 
delle y non è una costante, le funzioni in quel- 
l'intorno sono fra loro dipendenti, cioè esiste fra 
i loro valori una o più relazioni, per modo c''e 
determinati i valori di alcune di esse, restano de- 
terminati i valori delle altre; e reciprocamente. 

ÀDche questo teorema può reputarsi analof^o 
all'altro che se la derivata di una fuDzioue è zero 
per tutti i punti di un intervallo, la funzione ha 
valore costante per tutti tali punti. 
Il teorema reciproco è facile a dimostrare. 
Se fra le funzioni esiste una relazione, p. es., 
Z'i = 'Hyi ■ • ■ V» }i allora» 

? .Ci d y- ~d^i '" dtfnd xi 

e quindi gli elementi della prima linea del deter- 
minante sono le stesse combinazioni lineari de^li 
elementi delle altre linee parallele, e perciò il de- 
terminante ò zero. 

Viceversa supponiamo che il determinante è 
zero. Allora eliminiamo fra 

Vx — fi (^, . . . «« ) 



le » - 1 variabili Xt. . . Xn; resta una relazione 

nella quale noi potremo dimostrare che non com- 
pare là variabile a;,. 
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Infatti coQsideriamo ?/i yi . ■ ■ yn funzioni di 
iCi Xt.-. ^'li le (luali a loro volta sieno funzioni 
di «1 111... y» . Tali ultime funzioni sarebbero ri- 
cavato dalle uttitne n — 1 equazioni risolute riaiietto 
a X,. . .if„. 

Allora applicando il teorema sopra dimostrato 



d (yi y~-.-yn) ^ d( y,Pt...y„) d x^x^...^-»] 
di^iVi-.-yH) dir^x,...xn) ' dKì/,...2/«) 

Il primo fattore del secondo membro è per 
ipotesi zero. Vediamo che cosa è il primo membro. 

Esso è 

dyi_ djl dyi_ 
d^r^dy-' '" dyn 
dvì dvì dVi 
da-^dyt "' dyn 




y» = ?n («1 . . . 3^» ) 
x^...Xn in funzione di ìf, j/^ . . . yn e poi le riso- 
stìtuiamo nelle ìft-.-Vn abbiamo identicamente, 
al secondo membro, //^ . . . ;/„ mentre che sosti- 
tuendole in i/| abbiamo la funzione 4' di sopra. 
Quindi uel determinante scritto le derivate di j/j 
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rispetto a y^, <ii y^ rispetto a y^, ecc., hanno il 
valore 1, mentre tutte le altre derivate di yt-.-yu 
che vi compariscono hauno il valore zero. 

Il deteriniaante del primo membro della for- 
mola superiore è dunque e|<uale semplicemente a 

ed essendo poi zero Ìl secondo membro si ha 

dvi ^ 

don. 

Eseguendo dunque l'indicato procedimento di 
eliminazione, la y, non Terrà più a contenere la 
variabile Xj, e quindi resta una relazione fra le 
sole y,y,...y„. 

Possiamo applicare questo teorema per ricercare 
quando una funzione di due variabili x-i x^, con- 
tiene queste Tariabili sempre sotto la (ormaxi+kx^ 
essendo k una costante qualunque, cioè, quando 
una funzione delle due variabili è funzione del bi- 
nomio j;, + ix,. Essendo eguali rispettivamente 
ad 7, e 4 le derivate di tal binomio rispetto 
alle due variabili, si ha che la richiesta condi- 
zione è 

dt IL 1 

1 k 



_df 
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<en<(enza lineare delle funzioni -di una 

le. — Deierminantj wronskìani. — La 

ogliamo sviluppare in questo paraj^rafu 
el calcolo integrale, laddove si parlerà 
ette equazioni differenziali lineari. 
ìi funzioni di una sola variabile x^ 
3- ■ ■ J/n, e 8Ì formi Ìl determinautc 

i/, ■ ■ . :/n 



y/»-l)y,("-l)...y„(n-l) , 

ìonda liuea è formata colle derivate 
elementi della prima lìnea, la terza 
lata colle derivate seconde, e così di 

ternunante si uaa chiamare ipronskUino 
!Ìoni date, dal nome del matematico 
onski. 

cterminante W riuscirà una funzione 
ì vogliamo prima di tutto ricercare la 
troveremo un risultato molto semplice 
; cioè che la (lerioata del determinante 
.e semplicemente sostituendo agli eie- 
linea contenente le derivate ii — 1"" 
ni, le rispettive derivate n"". 
imo prima il caso di n == 2. 
determinante W i' 

I .''■ ?'" 

1^1 i"!! < Coo-jlc 
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Formando la derivata si ha, riducendo i termini 
che si distrui^gono : 



I fi Vi . 

Si vede con ciò che il teorema è vero per n^=2. 

Dimostriamo ora che se è vero per l'indice n— i 
ù vero anche per l'iadice n, e con ciò avremo di- 
mostrato in generale il teorema. 

Consideriamo Ì minori dell'ultima linea del de- 
terminante W. Essi saranno i minori raccliiuai 
nella matrice 

Vi y, ■■■ y» 



0'-ati/,(«-2) 



..yn' 



e saranno tutti determinanti wronskiani di ordine 
n — 1. Per essi dunque per ipotesi, varrà il teorema, 
e bì ha che le loro derivate saranno i minori com- 
presi nella matrice 



: tfi 



y» 



i yi<"-3» ys*»-3) . 



tfioogle 
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>ttieno diitrultra matrice sostitueado agli 
ì dell'ultima linea, le loro derivate. Chia- 
ora A, A,. . . Ah i minori degli elementi 
ma linea uel determinante II' si ha 

indo si ha 

Leo Al 4 y,l"> ^, -I- . . . + p.. l") A„ J + 

-1) i -[- yAK-ì)—. Ì-\- L^f, (11-1)— - -I 

dx *' dx ^ ^^" dx\ 

■■ facile mostrare che la seconda parte di 
ressioDo è zero, giacché, ricordando che 

d Al d A^ - dAa 

dx ' da; ' ■ " da: 

inori della matrice M' si ha che quella 
parte non à altro che lo eviluppo del de- 
ite che si ottiene completando quella ma- 
lia linea formata con 



ra si ha un determinante identicamente 
rchè contenente due lineo parallele iden- 

dunque solo la prima parte la quale non 
che lo sviluppo del determinante formato 
indo la matrice M coU'ultima linea 

iò il teorema è dimostrato.^ i 
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Una importante applicazione di questo teorema 
è data da quest'altro: 

Condizione necessaria e sufficiente perchè frapììt 
funzioni di nna stessa variabile x non esista al- 
cuna relazione lineare omogenea per un campo di 
valori di x, è che il loro wronskiano sia identi- 
camente zero per tutti i valori di x di tal campo. 

È chiaro che se fra le funzioni esìste una rela- 
zione lineare omogenea allora gli elementi di una 
delle colonne del determinante sono combinazioni 
lineari degli elementi delle altre colonne, e quindi 
il determinante è zero. 

Dimostriamo ora il reciproco. Continuiamo ad 
adoperare le stesse notazioni di sopra. 

Per i teoremi sui determinanti si hanno le iden- 
tità (avendo anche supposto che W=ó): 

-^iVi ■+ Ayt +... + A»'j„ =0 

A 9i ■'■ -^tV' + ■ ■ ■ + ■^» V"' =■ o 



Da queste n equazioni lineari omogenee nelle 
quantità A, A^. . . An si ricava che queste sono 
proporzionali ai minori contenuti nella matrice 
formata coi coefUcìenti ; ma tale matrice non è altro 
che la matrice M\ i cui minori, come si sa, non 
sono altro che lederivate delle quantità j4i^;...j4., 
rispetto ad x: dunque, possiamo conchiudere che, 
nell'ipotesi fatta di H^=o,le quantità jJjjia*-- -^» 
sono rispettivamente proporzionali alle loro derì- 
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Tate, cioè 




la:' 
A, 


li A, - dA„ 

dx 'dx 

'A, ■■■ A. ' 




dA, 


Oaaerviftmo 


a che dx non ò nitro che Inde 



rivntn del lo^^aritmo di ^|, e cosi per gli altii 
rapporti; onde nelle ipotesi fatte le funzioni 
A^ A^... Ah sono tali che le derivate dei loro 
logaritmi, o, come si dice, le loro derivate lopi- 
rittniche, sono tutte eguali; quiudi ì loro logaritmi 
non poasono che differire per costanti, cioè pos- 
siamo scrivere 

logJ, — log«,»logX,— log. 9i=..,,-log^n — Ioga„ 

dove log «, , log ^ , ecc., sono delle opportune quan- 
tità costanti che noi, per nostra comodità, ab- 
biamo voluto porre sotto la forma di logaritmi. 
Di qui ai ha 



cioè le AiAf. sono proporzionali a delle quan- 
tità costanti «1 «i . . . Quindi, se nella relazione 
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I omogenea identica 

-^1^1 + -^! **« + ■■■ + ^«y« = '> 

I noi sostituiamo alle ^ le » che sono ad ee» 
! porzionali, abbiamo 

"i ^1 + <»» fi f . . . + i^n y» = O 

che è una relazione lineare omogenea fra li 
funzioni y. 
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CAPITOLO VI. 



APPLICAZIONI GEOMETRICHE. 
PKINCIPII DI OEOSIETEIA DIFFERENZIALE. 



§ 1. Arco e corda di una curva piana o storta. 
— Nella teoria delle curve è importante intro- 
durre la considerazione di una certa grandezza 
che bì chiama l'arco della curva. Noi non siamo 
in g;rado ora, senza i principii del calcolo inte- 
grale, di fare una teorìa completa di qnesta gran- 
dezza, ma ci è indiapensabile di citarne almeno i 
principali risaltati , perchè dovremo introdurre 
spesso nelle formoie il aimbolo di questa gran- 
dezza. 

Se immaginiamo fidato nn punto A della curva 
e un ilio flessibile e inestensibile partente da quel 
punto e avvolto sul ramo della curva sino ad un 
punto B^ la lunghezza del filo da A sino a B sarà 
una certa grandezza variabile col variare di B; e 
tale grandezza ai chiama Varco della curva. 

Se poi congiungiamo i due estremi A, B con 
una retta, la lunghezza di tale retta si chiama la 
corda corrispondente a quell'arco. 

Queste definizioni si possono dare sia per curve 
piane che per curve storto. 
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Immaginiamo le coordinate della cnrva espresse 
in fuDzione di un parametro t. 

Ad ogni valore dì t corrisponde una posizione 
del punto B ; onde ad ogni valore di t corrisponde 
un unico valore dell'arco, e un unico valore della 
corda (intendendo che il punto A resti fisso). 

Queste due grandezze che chiameremo rispetti- 
vamente s e e sono due funzioni del parametro t\ 
e per il valore di t corrispondente al punto A, 
esse hanno ambedue il valore zero. Non siamo ora 
in grado di dare l'espressione di s in funzione di 
t; ma possiamo perù dare l'espressione dì e. 

Supposto il caso di una curva piana, se x' y' 
sono le coordinate del punto A^ & x,ij quelle del 
punto B, è chiaro che x — x\ y — y sono le pro- 
iezioni della corda A B sugli aaaì delle x e delle 
y. 9e gli assi sono rettangolari, allora 

c^ = (a- - x'i" + [y - y'f 

essendo allora e V ipotenusa di un triangolo ret- 
tangolo di cui i cateti sono eguali a x — x', y ~y' 
rispettivamente. 

Supposto X, y espressi in funzione del parametro 
t, aia d t la diUerenza fra i valori del parametro 
nei due punti B e A. 

Le differenze x~ x' y —y' saranno gli incre- 
menti delle coordinate x,y nei due punti; li indi- 
chiamo con A a; e A j/ ; e si sa che tali incrementi 
differiscono dai differenziali delle funzioni x^ % y 

cioè da rf IT ^ --d t, d'i =^ ~r- dt, per infinitesimi 

a t ai 

dì ordine superiore rispetto a i^^. 
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FoBsiamo dunqut 



eaaendo «> una quantità infinitesima di ordine 
superiore rispetto & dt. ÌDi qui si ha 



dt 



=\/r^i)"-(i:)'-ir 



PaBsando al lìmite per d f = o, -^- va a zero 
dt 
per la proprietà detta di u, la corda e diventa zero, 

mentre li rapporto-^- resta espresso dalla formola: 



Ora se la corda e partente dal punto fisso A, la 
consideriamo una funzione di t, il limite che com- 
pare al primo membro, non è altro che la deri- 
vata di tale funzione, e quindi abbiamo con quella 
formola l' espressione della derivata della fun- 
zione e. 

Se facciamo convergere dt a zero, la corda 
e converge evidentemente a zero, mentre anche 
l'arco s, contato a cominciare da A, converge a zero, 
e se invece l' arco s non è contato a cominciare 
dal punto A, ma da un punto qualunque della curva, 
allora, per dt —-o, converge a zero la differenza 
fra i valori di s nei due punti B q A, cioè s — s'. 
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Sarà dimostrato nel calcolo integrale ohe il li- 
mite del rapporto della corda al proprio arco 6 
l'unità, cioè se e è la corda dell'arco AB, e s — s' 
è l'arco A B, allora 

lim -^ - 1 



Per dt = 0, lim - non è altro che la deri- 

vata della funzione s nel punto Ai dunque l'espres- 
sione della derivata dell'arco che chiameremo al 



dt Wdt' \dtl 



Questa formota può porsi sotto k forma diffe- 
renziale, lasciando cioè indeterminata la variabile 
indipendente t 



ds = ^da:^ + dy^. 

Per una curva storta si può fare perfettamente 
l'analogo procedimento e si ha 



da-^^ dx* + dy^ + dsK 

Da queste due formolo se ne possono avere altre 
di uso frequente. 
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)ividendo per d s' si ha 

-j +|-i-| =1 nel caso delle curve piane 



ìì caao di curve storte. 



lorivate di x, y.... rispetto a s quando si prende 
le variabile indipendente la s. 
>erìvando allora daccapo rispetto a s si hanno 
'ormoie identiche 

dxd:^ X dy ^y _ 
ds d s* d s dfì^ 
d^d^x dy d^y dz d^ z _ 

ds d s^ ds ds' ds d s^ 

'rima di entrare nelle considerazioni di geo- 
ria differenziale è utile premettere un'osser- 
ione fondamentale da tenere sempre presente. 
iuando è data una curva piana dì equazione 
y) = 0, per ogni valore di x vi saranno in 
orale più valori di y ; il che geometricamente 
risponde al fatto che una retta parallela al- ' 
se di y incontra la curva in più punti. 
'er potere quindi eomiderare la y co»ie una 
pria funzione di 'X. ad un sol valore, bisognei-ù 
pre intendere spezzata la curva data in tanti 
ti, da considerarsi ciascuno separatamente. 
2. Tangente e normale alle curve piane.— Con- 
riamo due punti abbastanza vicini su di uno 
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ateeso ramo di una curva piana, e la retta che li 
eongiunge. 

L'equazione Ai tal retta sarà: 

V~y = A{,X-cr) 

eaaeudo A il coefficiente angolare della retta, cioè 
la tangente trigonometrica dell'anf^olo che la retta 
forma coll'aase di ar; ed essendo x, y le coordinate 
di uno dei due punti della curva. 

Ora immaginiamo che l'altro punto della curva 
8i avvicini indefinitamente al punto x,y, sino a 
coincidere con eaao; nella posizione limite la se- 
cante 8Ì chiama tangente della curva. L'equazione 
di tale retta non differirà dall'equazione sci'itta 
sopra che per il solo valore di A. 

Sappiamo già dai paragrafi precedenti che nel 
caso limite il coefficiente A diventa !a derivata 
di y rispetto ad x nel punto {x v). 

L'equazione della tangente ad una curva?/— fix\ 
6 dunque: 

(1) 



' ~y~ 


-?'(A'-») 


'-«- 


^fl'^-^) 


dy 


X-n 
di: ■ 



La normale poi alla curva in un punto è la per- 
pendicolare alla tangente nel punto di contatto. 
Per trovare quindi l'equazione della normale biso- 
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gna menare la perpendicolare alla retta (1) nel 
punto {xy). I due coefficienti angolari debbono 
essere di se^o contrario ed inverai l'uno dall'altro, 
cioè il coefficiente angolare della aormale deve 



T) onde la normale è: 



anche 

{X-x)dx-\-iY~y)dy = 0. 

Immaginiamo ora una curva la cui equazione 
sia data da una relazione della forma: 

La derivata di y rispetto ad x ai esprime 
colle note formole mediante le derivate parziali 
di f. Sostituendo dunque tale espressione si ha 
per equazione della tangente e della normale: 



dy 

'dx 



Supponiamo ora che l'equazione della curva an- 
ziché data sotto le due forme avanti considerate, 
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cioè y = /■ (3;), ovvero f{8:y) = 0, eia data sotto la 
forma 

» = ?(() .v-'KO 

essendo t una variabUe indipeodente. 

Allora tutta la questione si ridaoe a determi- 
nare la derivata y' rispetto ad x espressa mediante 
le derivate delle funzioni 7, tf. 

Fra le equazioni precedenti eliminando t deve 
aversi l'equosìone della curva f(xy):=0-, se in 
tale equazione poniamo per x, y le espressioni pre- 
cedenti in funzione di t deve aversi 1' equazione 
della curva f{ty)^=0; se in tale equazione po- 
niamo per x,y le espressioni precedenti in fun- 
zione di t abbiano una identità, onde la derivata 
rispetto aie evidentemente zero, cioè 





dfdx dfdy 
dxdt dydt 


-0 




donde: 








df 

dx 


df iy . dic_ 
' dy df 'di 


di, 
di 


d, 
■ dt 



e quindi sì hanno per nuove equazioni della tan- 
gente e della normale: 

Google 
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Possiamo ora passare a oalool^re i coseni ed ì 
aeni di direzione della taugento e della normale. 

Sappiamo che la tangente trigonometrica del- 
l'angolo che la tangente alla curva fa coU'asae di 
x K y',a per la normale tale tangente trigonome- 
trica è invece — , . Cioè chiamando 0, Q' gli an- 

y 

geli che la tangente e la normale fanno con a-: 

tang = y , tang 6' =z — , 

donde, collo formolo di trigonometria 

' w' 

cos 6' ~ ± - ■ ■ ■ 



Ben 0' = ± — 

\' 1 + ?/ * 

dove la varietà dei segni dipende dall'arbitrarietà 
di considerare un angolo piuttosto che un altro 
fra i quattro degli angoli che formano due rette. 
Coir introduzione del differenziale ds dell'arco 
(v. § 1) noi possiamo esprimere in modo sem- 
plice 1 coseni e seni di direzione della tangente. 
Possiamo cioè scrivere 

a dx 



ds- 



Google 
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Chiamiamo lunghezza della tangente e della 
normale i segmenti di tangente e di normale ri- 
spettivamente compresi fra il punto della curva e 

l'asse di .r. 




Chiameremo poi sottotangente e sunnormale i 
Begmeoti dell'asse di x compresi fra i piedi della 
tangente e della normale rispettivamente, e il piede 
Q della perpendicolare abbassata dal punto F della 
curva. 

Ora è facile calcolare le espressioni analitiche di 
questi quattro segmenti, ohe indicheremo con 7', 
N, Si, Sn rispettivamente. 

Si ha: 



r = - 



■VVl"-?/" 
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Mediante le forinole precedenti poasiamo risol- 
Tere molti problemi sulle tangenti e normali alle 
carve, Eccone alcuni esempi; 

1) Conaideriamo una curva la cui equazione 



y ^= a x". 



!, come caso 



Tali curye bì chiamano parinole ; 

speciale I quando m = 3, OTvero m ^ — j, hanno 

la parabola ordinaria (parabola conica). 

Possiamo dimostrare una proprietà fondamentale 
di tali parabole. Calcoliamo la sottotangente. Si ha: 



cioè: la sottotangente è la mi""» parte dell'ascissa. 
Mediante questa proprietà si oostmirebbe facil- 
mente la tangente in un punto qualunque: 

Nel caso di m = -^, cioè della parabola conica 

il cui asse sia quello delle x, si ha anche: 



cioè: la sunnormale è costante, proprietà nota nella 
teoria ordinaria delle coniche. 
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2) CouBÌderiamo la corra logaritmica, cioè 
quella la cui equazione è: 



y' =aFloga 
donde : 

y log a 

cioè: nella curva logaritmica la sottotangente i 
costante. 



3) Vogliamo trovare tutte le curve di cui la 
normale in ogni punto è costante. Allora dobbiamo 
porre: 

y^T^^^--^a. 

Di qni ei ha: 



yy 



1 = 1. 

8i vede che il primo membro"» la derivata di 

mentre poBsiamo dire ohe il secondo membro è la 
derivata Ai x-¥ e (esnendo e una qualunque co- 
stante); onde infine si ha: 
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: le cuìTe richieste sono cerchi tH raggio a, e 
hanno il centro sull'asse x. 



>imoBtrìamo ora alcuni teoremi fondamentali 
e tanf^enti di una curva algebrica. 
^a eqttazione della tangente di una curva al- 
'ica di ordine m, è al massimo di grado m — 1 
etto alle coordinate x, y del punto di contatto. 
1 primo luogo osserriamo che, raccogliendo i 
nini che hanno lo Bteaao grado in ic, ?/, l'equa- 
le di una curva algebrica di ordine m può sem- 
porsi sotto la forma: 

fm(^y)+f.n-i{r.y) ^ . . . + fo = O 

B in generale con fr (« y) s'intende una funzione 
igenea, razionale, intera dì ^, J/ di grado r. 
l'equazione della tangente può scriversi : 



dx ~dv d-v ^ dy~ 
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e pel noto teorema delle funzioni oniog:eQec bì ha: 



di/ 

Intanto le coordinate x, y deblKino soddisfare 
alla relazione: 

per mezzo della quale si può eliminare fvi dalla 
equazione precedente, e allora resta un'espressione 
dF dF 
'i, consiaeranao ca~ 

sono già di t;rado m — 1. 

Di qui sì ricava come corollario che: // «wwero 
delle UingenH che da un punto si possono condurre 
ad una curva algebrica generale di ordine m, è 
dato da m (m — 1). 

Infatti se l'equazione della tangente è di ordine 
m ~- 1, sia essa indicata con : 

T,„-i{X, Y,x,y) = 

che è di primo grado in X, ^ e di grado m — 1 
in x,y. Ora facciamo che questa passi pel punto 
fìsso «, S; allora abbiamo una condizione a cui deve 
soddisfare il punto di contatto (x y) di una tan- 
gente passante per (if). Tale condizione è cioè; 

T»-.(.,P,.«,.v)-o. 

Questa rappresenterà una nuova curva algebrica 
di ordine m — l, che nelle sue (m — 1) m interse- 
zioni colla curva data, dà altrettanti punti di con- 
tatto di tutte le poaaibili tangenti reali o imma- 
ginarie menate dal punto (^ ^) alla curva- 
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Il nomerò dejle tangenti ohe da nn punto ai 
possono menare ad una curva ai auol chiamare la 
classe della curTa. Onde per una curva alffebriea 
generale la classe è in generate m (m — 1) se me 
l'ordine della curva. 

§ 3. Ricerca degli asslntotl d! una curva piana. 
— Immaginiamo una curva che abbia un ramo 
all'infinito. Costruiamo la tangente nei dirersi punti 
di queato ramo, e poi facciamo tendere all'oo il 
punto di contatto. Be allora la tangente tende ad 
una posizione lìmite, tale aua posizione limite, sì 
chiamerà un assintoto della curva. Un assintoto 
può dunque conaìderarBi come la tangente alla 
curva in un punto all'infinito. 

L'equazione della tangente in un punto a distanza 
finita è 



I coefficienti di tale equazione sono 

dp dy 

dx dx 

Se per x = », ^ ^ oc tali espressioni hanno li- 
miti determinati e finiti, allora soatituiti tali limiti 
neir equazione soprascritta della tangente ai ha 
l'equazione dell'asaintoto. Per la ricerca dei limiti 
di cui si parla si può ricordare che (v. Gap. I) 
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Passiamo ora ud uti GHompìo. 

Prendiamo il caso dell'iperbole, che, come si a 
ha due assintoti. 



ù l'equazione dell'iperbole, i suoi due assintoti sono 
dati da: 



Ritroviamo questo risultato mediante l'equazione 
generale degli assintoti. 

Dobbiamo trovare i due limiti: 



H'-^P-^ 



per X, u eguali all'infinito. 
Pascal, Cnltolo tUffertntiah. 
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Ora: 

dx^ di 2j^ 
9?/ i' 
1 



onde, se ai pone 
si ha: 



cioè: 



A' 


'ir- • ^=*4- 


e quindi; 






iim^=±'-. 
rfa: a 


Inoltre; 




■i»(.- 




-. Hm 


....-,.*. ,.^--J-^ 



onde in fine bì hanno per equazioni dei due as- 
sìntoti quelle già segnate sopra. 



Ooncavità e convessità delle curve, ecc. 



§ 4. Concavità e convessità delle curve piane ri- 
spetto all'asse x. — Inflessione. — Consideriamo 
un punto M di una curva e la tangente in M. 
Se sulla curva un intorno suftìcienteniente piccolo 
di M sta tutto da una parte della tangente, allora 
8Ì dirà che la curva in quel punto è concava o 
convessa rispetto ad una retta qualunque, u- es-, 
rispetto all'asse delle x\ propriamente si dira con- 
vessa ricetto all'asse delle x quando l' intorno del 
punto M sulla curva si trova tutto in uno degli 
angoli ottusi che la tangente forma con x, e si dirà 
concava quando quel!' intorno si trova tutto in uno 
degli angoli acuti. 

Cosi la curva disegnata nella figura qui sotto 
è convessa in M' ed è concava in M. 




Se poi rìntornodi usuila cUrVa non si trova tutto 
da una stessa parte della tangente, allora il punto M 
si dirà un punto i'ìnfiessioHe o di flesso (v. fig. 4). 
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Passiamo a studiare il criterio per ricouoBCere 



se in un punto una curva è concava, convessa, 
oppure ha un punto d'inflessione. 



M 



Piff. 5. 

Perchè la curva sìa concava o convessa in M 
è necessario che aumentando o diminuendo l'ascisBa 
X di una quantità /(, l'ordinata della tangente ven^fa 
sempre maggiore o sempre minore in valore asso- 
luto dell'ordinata della curva. 
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Ora l'equazione della tangente è: 

onde auinentando la X tli k ai ha che sulla taii- 
s^ente la Y aumenta di 

-/<•■ 

dx 
Invece sulla curva l'ordiuata si aumenta di 

La condizione necessaria per la concavità o con- 
vessità, è dunque che 

dx 



f[x*h]- f(,c)- 



sia sempre negativa ovvero sempre positiva qua- 
lunque sia il segno di k. 

Ciò però nel caso che Jlf abbia ordinata positiva. 
Se M ha invece ordinata negativa, allora si ha il 
contrario, cioè per la concavità o convessità l'espres- 
sione precedente deve essere rispettivamente o 
sempre positiva o sempre negativa. 

Ora per una formola nota: 

nx + h)-fix) = kf■ix)-^ ^r{x) + ...+ 
ed essendo: 
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e supposto in generale che: 

r w - » . . . f'~-'> (.') ~ o , /'!-) w = o 

e che p'" + 'Hx) sia diyerso da zero bì ha: 

poiché f("'^ («) si annulla senza che /'''"' + ^> {x) sia 
zero, la f('">{,x+ Omft) deve cambiare di segno col 
cambiare il segno di h, e pereto, se m è pari, li 
primo membro non può esaere di segno costante 
qualunque sia A; ei ha cosi in tal caso un punto 
d'intleasione ; se inyece in è diapari, allora A'" muta 
di segno, e tal mutamento combinato con quello 
di ff») fa che il primo membro abbia sempre se- 
gno costante. 

Propriamente ae f"'^ paasa dal segno negativo 
al positivo quando U passa dal negativo al positivo, 
allora il primo membro è sempre positivo e la 
curva ìi convessa; ae invece ff'"-' passa dal positivo 
al negativo la curva è concava; siccome poi se 
f("'^ paasa dal negativo al positivo essa è una fun- 
zione crescente {v. Cap. IV, § 1), e quindi f"" + '■' (x) 
deve essere positiva, e nell'altro caso ff'" + ^^(x) 
deve essere negativa, cosi possiamo infine dire: 

Se me dispari, cioè è dispari l'ordine dell'ultima 
derivata che si annulla insieme a tutte le prece- 
denti nel punto x, allora la cttrva in x sarà con- 
vessa concava secondochè ft^ + 'l (x) è una quan- 
tità positiea negativa. Se invece V ordinata del 
punto della curva è negativa allora si ha reàpro- 
Cttmentelaeonvessitàoeoncavitàsecondochèf^'"+'''{x) 
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è negativo o positivo; se m poi è pari, il punto 
considerato è un punto d'inflessione. 

Raccogliendo i due caai dell'ordinata positiva e 
dell'ordinata negativa, bì può dire semplicemente 
cosi: 

Si ha la concavità o convessità secondochè il 
prodotto f(x) £("»+!> (x) dell'ordinala 'per la deri- 
vata m + l"» dell' ordinata stessa (ni dispari) è 
negativo o positivo. 

È chiaro che questo teorema ha molta nnalogia 
con quello relativo ai massimi e minimi delle fun- 
zioni rappresentabili mediante curve. 

Dalle cose dette si raccoglie ancora che perchè 
il punto M della curva sìa un punto d'inflessione, 
deve essere zero la seconda derivata f" {»), onde 
per trovare i punti d'inflessione basta considerare 
i punti che annullano f" (x). Fra questi saranno 
compresi i punti d'inflessione (se ve ne esistono). 

Passiamo ad alcuni esempi. 

1. Sia y = sen x. 

La curva rappresentata da tale equazione è la 
così detta sinusoide. 

Si ha: 

dy d^y 

--—=^ cosce , -,— ; = — sen x,... 

dir dx^ 

I punti d'inflessione sono compresi fra quelli in 



cioè per j: ^ 0, ir, 2 n . . . . ,- , 
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Per tali paati la y è sempre zero e , e di- 
versa da. zero; quindi tutti questi punti sono tutti 
punti d' inflessione ed inoltre casi sono tutti si- 
tuati sull'asse di x. 

Per ogni altro punto si ha 

y -,— „ — — sen' x 

cioò tiil prodotto è negativo e quindi la curva 
volge sempre la sua concavità all'asse di x. 
2. Sia la curva di 4" ordine: 



^•'- = 43;'-12a;+l 
ax 

La - ^- si annulla per a; = ± J e per tali punti 

non si annulla la 3' derivata, onde tali punti cor- 
rispondono a punti d'inflessione. 

Pel punto a; = la curva è concava rispetto 
all'asse di x. 

§ 5. Curvatura delle linee piane. - - Oonsideria- 
uio su di uua curva piana un arco A B a menia- 
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mo le tangenti negli eatremi dell'arco. Queste tan- 
l!,'enti verranno a formare fra loro un certo angolo, 
il quale varia ae, lasciando liaao uno degli estremi 
dell'arco, si fa variare l'altro; questo angolo può es- 
sere misurato dalla lunghezza dell'arco di cerchio 
di raggio 1, e noi da ora in poi intenderemo sem- 
pre colla parola angolo la lunghezza del corri- 
spondente arco di cerchio di raggio 1. Il rapporto 
fra tale arco di cerchio di raggio 1 e l'arco della 
curva è ciò che sì chiama curvatum media del- 
l'arco. Evidentemente l'angolo delle due tangenti, 
supposto iìaso uno degli estremi dell'arco, è una 
funzione della lunghezza dell'arco; se l'arco tende 
a zero, anche l' angolo delle tangenti tende a zero, 
perchè le due tangenti tendono a coincidere; però 
il limite del rapporto fra l'angolo e l'arco tendenti 
amhedue a zero è una quantità in generale finita e 
determinata, ed è propriamente la derivata del- 
l'angolo considerato come funzione dell'arco. Tale 
limite è ciò che diciamo curvatura della curvu 
nel punto comìdeì-uto. 

Passeremo ora a trovare l'espressione analitica 
di questo limite, e con ciò resterà dimostrato il 
nostro assunto, che cioè tal limite è in generale 
una quantità determinata. 

Ma prima di far ciò ci è utile definire che cosa 
si intende per raggio di curvatura. 

Immaginiamo che la curva sia un cerchio ; allora 
l'angolo delle due tangenti è uguale all'angolo delle 
(lue normali, cioè dei raggi, e l'arco è uguale a 
tale angolo moltiplicato per il raggio; dunque il 
rapporto dell'angolo delle due tangenti all'arco « 



del raggio od è costante in tutti i punti. 

Perciò quando noi avremo trovata la curvatuia 
di una curva in un punto potremo paragonarla 
con quella di un cerchio che abbia per raggio 
l'inversa della curvatura trovata. Il raggio li di 
tal cerchio io chiameremo raggio di curvatura 
della curva in quel punto. 

Se poi immaginiamo un cerchio di raggio R e 
tangente alla curva nel punto (cioè tale che Ìl suo 
centro stia sulla normale alla curva) tal cerchio 
lo chiameremo cerchio di curvatura. 

Passiamo ora a calcolare la curvatura, e quindi 
il raggio di curvatura. 

Chiamiamo 1 l'angolo delle due tangenti all'e- 
stremo dell'arco AB, e a', a gli angoli che tali tan- 
genti formano coU'asse di x- si ha evidentemente 



Sìeno X y le coordinate di B, allora 



tang !t : 



- il 
dx' 



Essendo A fìsBO e B variabile, si ha che a' e 
fisso e a è variabile come 0, e la derivata di 
rispetto ad s è la stessa di quella di « rispetto 
ads. 

La curvatura richiesta sarà dunque: 

dj. 

■' ^ Google 
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Se xy B\ immaginauo funzioni di un'altra va- 
riabile t allora <x e<1 s saranno funzioni ài t g 



dt 

e resta a calcolare i due termini di questo rap- 
l)orto. 
Ora essendo: 

d^ 

dy dt 

^ dx dx 

dt 

si ha derivando rispetto a t: 

dx d'j/ dy d^c 
1 do. _ dt 'dx^ '" di 'd^ 
cos' a rf ( /"rfjj-y 

[dtì 

mentre (t. § I, Clip. YI) 

^ -. fteV -1- 1^\'?' 

dt lUt/ \dtì\ 

onde 

d^ d^y dy d^x 
d«_d^_ dtdìf~ d iJt' , 



(^)Vii-Mffr,,_ 
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Ma 






die 

il di 

eoa a = -^ ~ -- 

ds ds 




di 


onde infine; 




M 


dx d^'j dy d^x 
il df dtdf 



e quindi chiamando R il raggio di curvatura: 

d£^_y _ày^ ^ 
dt dt^ dt dt^ 
In questa formola rimane ancora indeterminata 
la scelta della variabile indipendente ; ee scegliamo 
X per variabile indipendente allora 

'di~ ' "dt^'° 

o si ha: 

s 

y 

Di qui ai vede che per i punti della curva in 

cui y" — 0, cioè per ì flessi, si ha R=ao cioè 
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la curvatura della curva in quel punto è parago- 
nabile a quella di una retta; il cerchio di curva- 
tura diventa una retta tangente nel flesso. 

Dalle formole precedenti risulta che implicita- 
mente noi abbiamo ammesso, per giunj^ero a quelle 
formolo, che le coordinate x, y considerate funzioni 
di una terza variabile, o anche considerate fun- 
zione l'una dell'altra, ammettano le derivate prime 
e seconde determinate e finite; perchè infatti nelle 
forinole precedenti coihpariscono le derivate sino 
a quelle di 2' ordine. 



Possiamo dare altre forme all'espressione pre- 
cedentemente data di fi. 

Immaginiamo p. es. di prendere l'arco s per 
variabile indipendente. 

Allora si ha: 



l d^y dx d*x dy 

R ds^ ds ds^ dn 



(3. 



Ora ci ricordiamo la formola identica (v. S 1, 
Cap. VI). 



Onde fra le due formole eliminando rispettivi 
ire — j e ricordai 

d a.'^ t tii/^ = dit' 



d^x d^y 

mente ^— i, ovvero -n e ricordando che 
d s* d s 
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B di: 
ds 


dy 
ds 




Inoltre 


quadriamo le (3) 


e (4); li 


ih»: 


1 
R' 


^d'yd'x 
~^di'ds' 


dydx 
d,da 


■da] 

,dsì 



m^mm- 



.) ^5 ^ ^ ^ 



! sommando ai ha: 



R3 \ds^j ^ Vs'i 



Supponiamo intìae che la ourva aia espressa in 
coordinate polari. Allora aervendoai delle formole 



l/ = f sen 0, 
l'espresaione dì li diventa: 



m^^-m 



[dlj' \dll\dir'dl di' '"di'dl 
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Prendendo S per variabile indipendente si ha; 

p-+2f'^-pf" 
indicando con p' p" ie derivate di p rispetto a 6. 

Passiamo ora ad alcune applicazioni. 

1. Vogliamo dimostrare che il cerchio è la 
sola curva che ha la curvatura costante. Dobbiamo 
far vedere che ponendo eguale a costante la cur- 
vatura per ogni punto si giunge all'equazione del 
cerchio. 

Infatti dovrà essere 

df> 1 
^,-^--eo«t. 

Intanto : 

dx—d a eoa'' , dy^ds aen B 
quindi 

rfa; = ficostìt^e , d}/ = Rmu^d^. 
donde 

3' — Xo^ R sen 

!/ — }/o = — B COB B, 
Ed eliminando sì ha: 

{x-xof + ii/-voy=-R^ 

che è l'equazione di un cerchio. 



Google 
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2. Si abbia una conica che può sempre porsi 
i forma: 

tenendo presente il valore di ij^ si ha ati- 

,d^y 

\ meno del segno; 

3 - ;i 

p2 pi 

In normale alla curva è data dalla formola: 



ì coniche il raggio di curvatura è propov- 
al cìiho della normale. 
iti però che la lunghezza della normale ì- 
ìnte essenzialmente dalla posizione dell'asse 
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x; ora avendo posto l'ei^uazione della conica Botto 
la fonila: 

s'intende che l'asee x è uno degli aesi di simme- 
tria della conica, e inoltre che la conica passa 
per l'origine. 

E per una conica in tal posizione che ai Terifiea 
il teorema accennato. * 

§ 6. Centro dj curvatura, ~ Se in nn punto il 
raggio di curvatura è iìnito, allora ,v'' sarà diverso 
da zero; quindi allora la curva nell'intorno di 
quel punto starà da una medesima parte della 
tangente; aegniamo sulla normale alla curva in 
quel punto da questa medesima parte, e a contare 
dal punto della curva, un segmento eguale al rag- 
gio di curvatura; allora l'altro estremo di questo 
segmento sarà il cosidetto centro di curvatura. 

Cominciamo a dimostrare il seguente teorema: 

Jl centro di curvatura in un punto P dì una 
curva piana è il punto della normale verso cui 
tende il punto d'incontro della norjnale in P colla 
normale in un punto vicino P', quando l'arco PP' 
tende a zero. 

Sia il punto d' incontro delle due normali in 
P e P , L' angolo delle due tangenti in P e P' 
sarà eguale all'angolo POP delle due normali. 

Sappiamo che il raggio di curvatura fì è dato da: 



P&soiL, Caleolo iiffirtntiaU. 



Capitolo ri. ■ 



Ora nel triangolo PP' si ha: 
corda PP' PO 



Ben POP' senPP'O 
donde 



aPOP' bodPP 

e quindi 

lim PO = lim aen PP' .. ^"" ^£. „, 
limsenPOP' 

Ma il limite del rapporto della corda all'arco è 
l' unità, e quindi in luogo del limite della corda 
PP' possiamo sostituire il limite dell'arco PP' 
dunque possiamo scrivere: 

„ lim arco PP' 
= um Ben ff " 

Ma ancora 

lim aen POP' 



lira PO P' 
dunque 

lim PO = lim Ben PP lim -p^^ = ^ 

poicHè l'angolo PP'O tende a 90", e quindi il 
SUO Beno tende a 1. 
Mi hi^ dunque; 

lim PO - fl 

eoniQ gì voleva dimostrare, 

Google 
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Passiamo ora a calcolare le coordinate del eentro 
di curvatura. 

Chiamandole S, ii, si ha che se a; ^ è il punto 
corrispondente della curva, le differenze \ — x, 
■1 — y sono le proiezioni sugli aeai 3;, y del raggio 
R disteso sulla normale. Quindi chiamando ^, ]f- 
gli angoli che la normale contata nella direzione 
del centro di curvatura fa cogli asBÌ positivi di 
X, y, abbiamo le formole : 

as 

1 — y = B COS Ji = B-T~ . 

Queste formole si intendono prese a meno del 
segno, del quale dobbiamo ora passare ad una più 
precisa determinazione. 

Noi intendiamo prima di tutto che B sia sem- 
pre una quantità essenzialmente positiva. 

Fissiamo inoltre la direzione positiva della nor- 
male e della tangente. 

Come direzione positiva della normale assumiamo 
quella dalla quale sta il centro di curvatura, e 
come direzione positiva della tangente assumiamo 
quella direzione della tangente colla quale viene a 
coincidere la direzione positiva dell'asse di y se il 
sistema dei due assi coordinati ai fa girare nel 
ppoprio piano in modo che la direzione positiva 
della noriqale venga a coincidere colla direzione 
pflsitiya dell' asse di x. Nella figura qui sotto ab- 
biamo indicato con fteccìe lo direzioui positive 
della tangente e della poriP^l^: 
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Stabilire la direzione positiva della tangente 
equivale a stabilire la direzione Terso cui si im- 
magina crescere l'arco della curva, cioè verso cui 
si immagioa descrìtta la curva, cioè finalmente 




Fi^. 6. 

Terso cui ai immagina che il i^s aia positivo. Nella 
figura di aopra si vede che 5 — ■'" è positivo, men- 
tre y] — y è negativo; e inoltre per un rfs posi- 
tivo, sono positivi aia dx, che dy; onde le for- 
molo superiori, supponendo fi una quantità posi- 
tiva, bisogna propriamente scriverlo: 



Besta ora a vedere se colle formole superior- 
mente date bì )m per Jt, una quantità positiva q 
negativa. 
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mpio 


abbiamo trovato 




<Pl/ 


d'x 


1 


da' 
'dio 
' ds 


ds' 

dy 

ds 



the queste forinole sodo stabilite a 
o; noi quindi dovremo mutare in tal 
no dei secondi membri che E risulti 



ds* 



f. Per determinare questa costante 
■virci della figura particolare dise- 
n essa ai vede che d' t/ è negativo 
'a è concava rispetto all'asse di x; 
i dx positivo si ha un (Js positivo. 
1, e quindi volendo intendere per 
à positiva, si ha in valore e segno 

d'y 
1 ^_d? 
B dx 

^^ cv.MuGooglc 
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e quindi anche (v. % preoed.) 

R ^dy_ 
ds 

§ 7. Evoluta ed evolventi. — Per ogni punto della 
curva vi è un centro dì curTstura corrispondente; 
il luogo di tutti i centri di curvatura formerà una 
curva continua che si cbiama evoluta della curva 
data, montro questa si chiama evolvente di quella. 
Si adoperano anche i nomi sviluppata e svilup- 
pante. 

I due problemi fondamentali ohe si presentano 
qui sono: 

1. Data la curva trovare l'evoluta. 

2. Inversamente data l'evoluta trovare lacurva. 
In quanto al primo problema oaserviarao che 

noi abbiamo trovato nel paragrafo precedente ie 
coordinate £>i di un punto dell'evoluta; onde sup- 
posto che le x y della curva si esprimano in fun- 
zione di un unico parametro u, si esprimeranno 
mediante le dette formole, le E, i; mediante «, ed 
eliminando poi u fra tali due relazioni si ha l'e- 
quazione fra ;, v] che rappreaenta l'evoluta. 

Passiamo a trovare alcune proprietà dell'evoluta, 
e poi applicheremo questo metodo ad alcuni casi 
speciali. 

Derivando rispetto ad s le formole (1) del pa- 
ragrafa precedente si ha: 

di dx rf'y dRdy 

ds ds ds' ds da 
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dn_da 
dt~ it 


d-x dRda 
ds' "ds ds- 




OiS nel paragrafo precedente abbiamo troTato 
esattamente in valore ed in segno: 




d'i d'I! 

1 ds' ds' 

R dx da, 

ds ds 




e quindi resta: 








di 
ds 


__ d_Rd_, 
* ds ds 






dn 
ds 


dSdx 
ds ds 




donde: 










d, 
d'i 


dr._ 1 
' dv tgO 


(l) 



se è l'angolo che la tangente alla curva data fa 
coH'asse di x; e iaoltre: 

d\^+dA^ = dB* (2) 

Poiché il primo membro di (1) rappreeenta la 
tangente dell'angolo che la tangente all'evoluta fa 
con X, e polche troviamo che tale tangente trigo- 
nometrica è l'inversa di quella dell'angolo che la 
tangente alla curva fa con x, si ha che la tangente 
all'evoluta è perpendicolare alla tangente alla curva, 
cioè è la normale alla curva. 
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iice che il differenziale deirar< 
e al diiferenziale di R, cioè 



ds,^dR 



sontar l'arco di evoluta da un 
iggio R abbia nti valore parti- 
te per x = deve eBsere B= Ro 
Io, onde: 

s, = K - fio 

luta è la differenza fra i raggi 
Ispondmli ai due punti estremi 




all'evoluta è la differenza fra le 
P" C '. Onde possiamo dire che 
attaccato un filo attorno all'è- 
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To]uta, fìsao in un punto C di eaaa e avvolto at- 
torno essa lungo l'arco C C, mentre poi in C si 
stocchi da ? e in linea retta vada fino in P, al- 
lora svolgendo il filo, maatonendolo sempre teso, 
l'estremo P descriverà la curva data. 

Infatti in una posizione qualunque, p. es, P' C" 
essendo il filo sempre tangente a ip, esso sarà 
normale alla curva data f. Inoltre se P" è il punto 
in cui taglia la curva data, allora deve essere 
G" P' — CP estuale all'arco C C; ma la quan- 
tità di cui nello svolgimento si è venuta ad al- 
lungare la parte rettilinea del filo è esattamente 
eguale all'arco CC'\ onde la nuova posizione dì 
P coincide con P" sulla curva f. 

Per questa proprietà l'evoluta ai chiama anche 
sviluppata; e f ai chiama sviluppante. 

Ora si domanda: se in luogo di scegliere il punto 
P del filo, ne scelgo un altro, p. es., Q, esso de- 
scriverà un'altra certa curva f; tale altra curva 
si puf» considerare anche come evolvente di ?? 

Questo problema si collega evidentemente col- 
l'altro cui abbiamo accennato in principio: data 
la evoluta, come si trova la evolvente? 

Io dico che la f è effettivamente una evolvente 
di 9. lofatti troviamo le coordinate x, y di un punto 
qualunque Q" di f. 

9ieno l, 1 le coordinate di C" cioè del punto 
corrispondente dell'evoluta f. D'altra parte la lun- 
ffhezza C Q" è uguale alla lunghezza completa 
del filo da 0' fino a Q" diminuita dell'arco 6" C" 
cioè Q" C" = t - 1, indicando con a l'arco di ? 
contato dall' origine fissa C\ ed inoltre i coseni 
degli angoli di direzione di Q' C" (essendo Q" C" 
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tangente a f) sono rispettivamente -j^ 


li.' 


onde 


infine si ha: 








ar — ; = (*- 


"1^ 






y—'^^it- 


•^t- 






Dico che la curva le cui coordinate 
ha per evoluta ?. 
Basterà perciò dimostrare che Q 


Bono 
e la 


nor- 



male alla carva. 

Giacche ò chiaro che la posizione limite del 
punto d'incontro di due taQjj;enti di ^ che tendooo 
a coincidere è il punto di contatto, e siccome noi 
sappiamo che la posizione limite dell'incontro di 
due normali di f è il centro di curvatura di /", 
così ne deriviamo subito che i punti dì ? sono i 
centri di curvatura di f. 

Ora si ha: 

dx=dl+{t~c)dÌ~\~~d<!=it-' 

donde: 

dxi 

Ma da: 






1 

I , Google 
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d,ldc 


+ d 


(^) 




^'•^1r.- 


dy 
dx 


=-■- 


1 

dt' 

di 



azione ci dice che i coefficienti ango- 
igenti allo curve f e ^ sono inversi 
fra loro e di segno cootrario, e quindi le due tan- 
genti allo curve /■' e <? sono fra loro perpendi- 
colari; onde la Q" C" che è tangente a ? sarà 
normale a /"'. 

Questa ricerca, oltre darei il mezzo per costruire 
la evolvente di una curva data, ci dice anche ohe 
jvolventi ve ne sono infinite corrispondenti 
ìniti valori (, e inoltre non ne esistono altre 
ori di quelle date delle formolo precedenti; 
ogni curva che ha per evoluta la <? deve 
descrivere sviluppando un filo avvolto at- 
1 ?, e quindi rientra sempre nella serie di 

',/"■.. 

! queste curve ff... hanno inoltre nei 
(orrispondenti le stesse normali, o quindi 
) le tangenti parallele. 
amo ora ad applicare lo formole precedenti 
ini esempi: 
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ia l'evoluta dell'ellisse: 
^ + ^'1 = 1 

ìrimere le coordinate 3;,ym funzione 
ro t ponendo 

x = a cos t 

y^b Ben (. 

d x=- — a aen tdt 
d y = bcoatdt 
d'x = — a cos tdt^ 
d?y^ — b aen tdf^ 

= (o* een* ( + 6* cos' t)dt 

!/ — dpd^x = abd^ 



b 

■en* i + J' coa^ t 
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Se si elimina t ei ha la relazione fra l n che 
rappresenta la evoluta. Si ha: 

[6l)"s=(62_„*)8gen=( 
donde 

2 8 2 

2. Passiamo a trovare l'evolvente di un cerchio. 
l^ + r^-^r" 
Dobbiamo applicare le formole: 

In primo punto ci sarà utile esprimere E, >i come 
funzioni di una terza variabile; e perciò poniamo: 

f = r eoe 6 , r, = r scti B 
donde 

d; = — raeuOrfS 
(ÌV) = rGOsedO 

e perciò 

a;= »• C08 — ;; — r 0) sen 9 
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Eliminando fra queste la si ha l' equazione 
della sviluppante o evolvente di un cerchio. 
Balle due equazioni di sopra si ha: 

3! cos 9 + y Ben = r 
donde : 



_t±\/3^+y*- 



6 quindi sostituendo nella seconda si ha 



* y sen 



Per ogni valore dì t si ha uua sviluppante. 

§ 8. Contatti delle curve. —Si abbiano due curve 
di equazioni y = f{x), y — ^{x) e le funzioni f, o 
abbiano nel punto a le derivate finito e continue 
Bino a quelle di ordine n. 

Per la formola nota si ha: 



ni' 

^ (a + A) — 9 (a) + A f (rt) + . . . + -^ f(");o. C'« h). 
La differenza delle due ordinate nel punto a+k 

/^(o.J)-?Co.«-[«,)-f(«)],J[/' (,)-.■(<,)], 
+ ... + *" [fi" (0 + 0, 1.) -^ »(«) (» + V. hi], 



Contatti delle curt 

Ora Be le due curve paesano 
si ha: 

Allora la differenza fra le du< 
per fattore k; è quindi un iufiu 
con h. 

Se poi è anche: 

f (o) - ?' (a) = 
allora le due curve avranno le ti 
cioè hanno nn contatto in a. All( 
fra le ordinate avrà h^ per fattoi 
infinitesimo dì 2° ordine rispetto 
In generale bc bì ha: 

/'W(o)-»IO(o) = o (i-l 
senza che si abbia anche: 

allora si dirà che le due curve ha 
di ordine i. 

Allora possiamo anche dire ci 
delle ordinate nell'intorno dì a è u 
ordine i + 1 rispetto ad h. 

Osserviamo che nei contatti di 
]a diiferenza delle ordinate nel i: 
cangia di segno con h, mentre tal < 
di segno con h noi contatti di on 

Ciò significa che nei contatti di 
^e a deatra dì a l'ordipata 4^110. 
iflinore dì quella dcU» seconda, a 
Bucoede lo stesso ; cioè nell'intorno Coogic 
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curva ata tutta da una medesima pari 

alla prima curva; invece nei contatti 

pari se 1' ordiuata della prima curva è 

quella della seconda a destra dì a, ne st 

maggiore a sinistra di a, cioè le due cui 

cane ma intersecandosi. 

Si può dimostrare il seguente teorem 

Sé due curve f. ? hanno fra loro in 

tatto d'ordine i, una terza curva -^ che 

f un contatto in a d'ordine k (k < i) ai 

coU'altra almeno un contatto dello stesso 

Infatti per ipotesi si ha che 

/ (a + A) - ? (a + A) - A-+' A 
mentre : 

fia + h:--!fia + h) = h»'+^B 
onde: 

* (n + a; — 'f (a + A) = A*+i {B — h'-^A) 

cioè la differenza fra le ordinate di 9 e 4' è un 
infinitesimo di ordino k -\- 1. Se fosse i > i, allora 
f, ■} avrebbero almeno un contatto di ordine i. 

Si abbiano due curve f, e con un contatto di 
ordine i in un punto a. Allora è facile vedere che 
non è possibile condurre fra le due curve una 
terza curva ■^ la quale 7iei punti prossimi ad a 
stia compresa fra le due curve date, e che abbia 
con una delle due curve e quindi anche coU'altra 
un contatto di ordine inferiore ad 1. 

Infatti la differenza: 



t(» + <.)-fC« + *) Google 
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sarebbe uà infioitesimo di ordine inferiore ad 

i + 1 mentre 

fe nn infinitesimo di ordine i-ì- 1; onde per h pìc- 
co1ÌB3Ìmo la prima differenza è maggiore della se- 
conda e quindi il punto di J* non può stare com- 
preso fra f e ?■ 



Vogliamo ora dimostrare che una curva avente 
in un punto, con un' altra fìssa, un contatto di 
ordine i, si può considerare come la posizione li- 
mite di un' altra curva che passi per ì-\- 1 punti 
della prima quando questi i -|- 1 punti sì avvici- 
nano indefinitamente. 

Infatti supponiamo il teorema vero per un con- 
tatto di ordine i — le dimostriamo che è vero 
pel contatto d'ordine i. 

Se Togliamo che la curva f, che ha un contatto 
d'ordine ì — 1 con f, paesi per un altro punto di 
f corrispondente all' ordinata f{x~\-h) dobbiamo 
porre la condizione che l'ordinata di ? sia uguale 
a quella di f nel punto x -^-h, cioè che: 

f{x + h)~'i{x + h)^o. 

Ora sviluppiamo colla formola di Tay.lor il primo 
membro di questa eguaglianza. Allora essendo zero 
le differenze: 

/• (X) - » » , f (X) - ?' (X) , . . . f '<-» - *(*■-!) {X) 

■perchè si è supposto che le due curve abbiano un 

PMOAL, Calcolo differenziale. 18 
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contatto d'ordine i — 3, si ha che lo sviluppo è 

J^ 

C»+l)! 

e dividendo per h' e facendo poi convergere A a 
zero con che il punto di ascÌBBa x+ h viene ad 
avvicinarsi indefinitamente al punto x si ha: 

cioè le due curve vengono ad avere nn contatto 
d' ordine *'. 

Itipetendo ora lo stesso ragionamento pel caso 
di 1 = 1 si vede che se due curve hanno un pnnto 
comune a, e un altro punto d' intersezione viene 
a coincidere con quello, allora le duo curve acqui- 
stano un contatto di 1° ordine; se poi ancora un 
altro punto d'intersezione si accosta indefinita- 
mente ad a allora le due curve avranno un punto 
di contatto di secondo ordine, e cosi di seguito. 

Il teorema dimostrato si può enunciare in altro 
modo che del reato ha poca precisione ma ha il 
vantaggio di rappresentare sotto una forma intui- 
tiva la natura del contatto. 

Si può dire: 

Se due curve hanno tin contatto di ordine k in 
un punto a, passano ambedue per k ■*- 1 punti in- 
finitamente vicini. 

Consideriamo ora il contatto di una retta con 
una curva, cioè consideriamo il contatto della tan- 
gente. 



Curve osculatrici. 

L'equazione della tangente è: 

Y=r, + {X-x)}/' 
e le derivate di Y rispetto a X sono: 



Onde se in un punto ar y di una curva la 2' de- 
rivata di y rispetto ad x non è zero allora fra la 
curva e la tangente vi è un contatto di 1° ordine. 
Se poi si ha anche la 2' derivata zero senza es- 
aerlo la terza, allora si ha un contatto di 2" or- 
dino, e cosi di seguito. 

§ 9. Curve osculatrici. — Immaginiamo fissata 
una eerta curva /"e un punto a qualunque su essa. 
Allora si abbia l' equazione di un' altra curva » 
nella quale figurino i costanti arbitrarie. Noi po- 
tremo in generale determinare queste costanti in 
modo che ? abbia con fin a un contatto d'ordine 
i — I; dovremo allora porre le i equazioni: 
fia) ==T>f«) 
ria) ==.'(«) 



dalle quali ricaveremo i valori delle t eostanti, in 
un sol modo o in piii modi. 

Si avranno allora una o più curve ? che hanno 
con f il masBÌmo contatto che una curva ? (la 
quale non ha altro che i costanti arbitrarie) possa 
avere con f in un punto qualunque ; tali tp bì chia- 
mano le curve osculatrici di f in d. 

Bisogna però notare che il punto a si suppone 
qualunque su f; per punti speciali di f V ordine -.^mia 
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del contatto di una curva ? può essere anche 
maggiore Aii^l. CÌi> sarà più chiaro negli eBeinpi 
che BTilup peremo. 

Così p. es. immaginiamo l'equazione di nna retta 
nel piano. 

Essa ha due costanti arhitrarie ; quindi la retta 
OBCulatrice in un punto qualunque Aifk una tan- 
gente ordinaria che ha un contatto dì 1" ordine; 
però ciò non toglie che vi possano essere dei punti 
speciali di f nei quali la tangente ha uu contatto 
di ordine superiore. 

Immaginiamo ora l'equazione di un cerchio ; essa 
ha, tre costanti arbitrarie ,' quindi al massimo pos- 
siamo disporre di queste tre costanti in modo da 
formare un cerchio che abbia colla /"in un punto 
arbitrario un contatto di 2° ordine. 

Un cerchio che potrà cosi determinarsi qualun- 
que sia il punto della curva sarà il cerchio oscu- 
latore in quel punto. 

In generale il cerchio osculatore avendo un con- 
tatto di secondo ordine sega la curva, 

1j facile dimostrare che il cerchio osculatore alla 
curva in un punto non è altro che il cerchio di 
curvatura, cioè quello che ha per centro il centro 
di curvatura, e per raggio il raggio di curvatura. 

Infatti se: 

iX~'if + [V~r.; = Ii' (1) 

è l'equazione di un cerchio, formando le derivate 

prime e seconde di y rispetto ad x, e eguaglian- 
dole con quella ricavate dall'equazione della curva, 
cioè con f (x), f" (x), o anche più semplicemente, 
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derivando due volte successive questa equa; 
totalmente rispetto ad x, e poi sostituendo f 
f"(x) in luogo di y',y'\ si ha; 

dalle quali sì determinerebbero le coordinate 
del centro de! cerchio se {x,y) è il punto i 
Ora ai vede che queste equazioni sono le si 
di quelle che servirono a determinare il centi 
curvatura. 

ImoiagiDÌamo ora l'equazione di una conica; 
ha cinque costanti arbitrarie; una conica oe( 
trice ad una curva avrà dunque un contati' 
quarto ordine; e coal di seguito. 

Abbiamo detto che in generale ti cerchio i 
latore sega la curva; onde se in qualche p 
della curva noi possiamo a priori affermare 
il cerchio osculatore o di curvatura non seg 
curva, possiamo conchiudere che in quel punt 
è un contatto di ordine superiore al secondo e 
p riamente dispari. 

Ciò p. ea. si verifica nel vertice della parai 
in uno dei quattro vertici dell'ellisse e eoa 
seguito. 

Si può dimostrare che ae il contatto è di or 
dispari, il raggio del cerchio osculatore, o, eie 
è lo stesso, il raggio di curvatura è un mas 
o un minimo rispetto ai raggi dei cerchi osi 
tori nei punti vicini al punto considerato, e 
procamente. 
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ì luogo dall'equazione: 

■ìi'+b-'.y-n' 

irata terza dì y rispetto i 



esi 1/' y" (derivate dell' ordinata 
uguali ad f'(^),f'(x) (derivate 
i curva), ed inoltre per le formole 
lei centro del cerchio osculatore 

r 



,„ __ Sf'f"' 

3 dall'ipotesi, che E aia un mas- 
saie espressione ne può risultare 

li £ è data da : 

„_(i + rv 



igliare a zero la derivata di It 
ii dobbiamo porre: 

■■f«'~ii+n'rr"=o 
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.ta coli' espressione di y" dà f"=y', 
masBÌmo o minimo, anche le terze 
ordinata della curva e dell'ordinata 

)no fra loro eguali, e quindi vi è un 

" ordine. 

e forinole si ricava oataralmente an- 

na reciproco ; poneodo /"" ^ y"' bì 

dR _ 

dx 

risultato generale dimostrata nel pa- 
idente che cioè una curva che ha con 

. _ . intatto di ordine i si può considerare 

corno la posizione limite di una curva che abbia 
colla prima i+1 punti comuni quando questi punti 
, bì avvicinano infinitamente, possiamo dire : 
' Jl cerchio osculatore è la poamone limite del 
cerchto che ha colla curva la medesima tangente 
in un punto, e un altro punto comune, quando 
quest'altro punto si avvicina al primo. 
Oppure : 

n cerchio osculatore è la posizione limite del 
cerchio che ha colla curva trepunti comuni quando 
questi punti si accostano indefinitamente. 

Come applicazione di questo, troveremo la pa- 
rabola coH'nsae parallelo a qucìio di y, e che abbia 
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il contatto più intimo possibile colla curva p = — j- 

nel punto x = a. 
L'equazione della parabola sarà in generale: 

dove '',^,p Bono costanti da determinare. 
Dall'equazione della eurra data abbiamo iutanto: 

mentre dall'equazione della parabola abbiamo: 

(x- 



2P-^' 



Onde, poiché la y'" della curva data non è zero, 
BÌ velie che al massimo non possianio far altro, 
che renderò eguali le derivate aino a quelle di 
2" ordine; quindi al maBsioio vi potrà essere un 
contatto di 2° ordine. 

Dall'eguaglianza delle derivate seconde si ricava 
(ponendo x ~ a): 

A — 1 

a p 

cioè: 

1 

Google 
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anza delle derivate prime sì ha poi 



1 1 

iguaglianza delle due y si ha infine : 

quazione richiesta della parabola è: 

inviluppi. — Immaginiamo una equa- 
=^ contenente un eerto parametro 
arbitrario a. Allora per ofini yaiore di, a questa 
equazione rappresenta una curva. Tutte le curve 
che così bì ottengono facendo variare a con conti 
nuità, possono incontrarsi a due a due in punti 
il luogo di tutti questi punti si chiama l'invi 
luppo delle curve f, che si chiamano a loro volta 
inviluppate. 

Un punto dell'inviluppo sarà dato dall'interse- 
zione delle curve: 

f(xya) = o 
f{xya + ^a) = o Google 
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iconver^ a zero. Ora la corra 
f{xya-hSa\ — f{xya)__ 



le medesime iotersezioni ; quindi, poiché 
>1 primo membro di qnesta relazìon 

proprio la derivata -^ (supposto eh 

ohe le ìateraezioni richieste sono 
delle due curve: 

f{xya) =o) 

da 

re quindi l'equazione dell'inviluppo 
minare a fra queste due equazioni 

3 inviluppo godono di una proprietà 
ò quella che ha dato loro il non 
limoatrare che ogni curva inviliti 
all'inviluppo. 

i passare a dimostrare questa prop 
imo che effettivamente nelle lezioni 
bìamo già studiato un caso partic 
3 inviluppo. 

abbiamo considerato i! luogo dei e 
ra di una curva, abbiamo mostrati 
^ri non sono che le intersezioni di 
nsecutive della curva; onde si ved< 
di una curva rappresenta •V invil 
normali. Abbiamo poi in quella i 
livamente dimostrato ohe ogni nor 
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è tangente all'evoluta, il che rientra, cor 
particolare, nel teorema generale che y( 
dimostrare qui. 

Dimostreremo ora che ogai curva f(xi 
è tangente all'inviluppo, o, ciò che è lo ste 
la curva f (:i y a) ^ e l'inviluppo, hanno ni 
corrispondente la medesima tangente. 

Infatti l'equazione dell'inviluppo è data 
etema delle due equazioni: 

f{x ya) " ^ 

Supponiamo che {x, y) Bieno le coordiu. 
punto della curva f che appartiene alt'im 
Per avere il coefficiente angolare della ti 

alla curva f dobbiamo ricavare -,— dall'equ 

dx dy dx 

o per avere quello della tangente all'ìnvilup 
biamo ricavarlo da; 

dx dy dx da dx 

dove però in luogo di a dobbiamo supporr 
il valore preso dalla seconda equazione. 

Ora ponendo per a questo valore la eq 
(2j si riduce alla stessa forma di (1); ma p 
sta ancora una dtfì'crenza ajiparentc, inqui 
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lore ricavato da f(vya) =0 e nella (2) bisogna 
invece supporre Bostituito per a il valore preso da 

da 
Ora quando (xy) è il punto comune alla curva 

e all'inviluppo allora si ha fixy a)=Oe - — ,— = 

da 
rìoddieFatte per uno stesso valore di a, e quindi 
Va ricavata nel primo modo è la stessa dell'a ri- 
cavata nel secondo modo e perciò le (1), (2) ven- 
gono a coincidere, e quindi i coefficienti angolari 
delle due tangenti sono eguali. 

Passiamo a qualche applicazione: 

1. Si voglia l'inviluppo delle ellissi tali che la 
somma degli assi sia costante, e questi assi stiano 
sempre situati sulle medesime rette, per modo che 
le ellissi vengano ad avere tutte il medesimo 
centro. 

La equazione di una siffatta ellisse è: 



l'+a-ar'- 


BeriTando riapetto ad a si ha: 
23;» , 2l/« 
a' ''■(i-o,' 



che unita colla prima ci dà per equazione dell'in- 
viluppo 

2 s s 

Google 
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2. Si voglia l' inviluppo delle pa 

hanno il modeHÌmo asse e il cui vertice 

da un punto su quest'asse di una luoghi 

alla metà del parametro della parabol 

L'equazione di una siffatta parabola 



M"i\ 



Derivando rispetto a p si ha: 
2x — 2p = o 
donde: 

x=p 
e quindi per equazione dell'inviluppo 



x\x-'^x\ = x 



cioò si hanno le due rette: 

y — x=o , y + a;---=o 
che sono le bisettrici degli angoli deg 

3. Sia (t l'angolo che la tangente 
in un punto forma con x. Allora l'equ: 
tangente sarà: 

y — yo=(x — a-o) tg e 

anche: 

X seti — 1/ C08 = f (0) 

essendo f{^ una certa funziono di 

dalla natura della curva. GooqIc 
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Bssloni di Xq Va in fuDzione di D sì rica- 
dalle due equazioni 

9 (3-0 yo) = 

dXa 

noi troviamo l'inviluppo di tutte le tall- 
iamo avere la curva data, onde la curva 
dall'eliminazione di e fra (1) e: 

fl;cos9 + 3/sec6 = /"(0) (1) 

do Q per variabile indipendente ai pos- 
re le coordinate zy ia funzióne di % 

a; = f(i))cos0 + ;^{9)sena 
y = f' (O)sene — /"[OjcosO 

nziate danno: 

dx^[f"i<i) + f[fi]'\cosOd<i 
d u = [f" [d) + f(i)] aenfi d<i 



' d S l'angolo di contingenza ed essendo 
roggio di curvatura) bì ha infine 

-B=r' (•) + /'(») 

< aaaai rimarchevole del raggio di cur- 
funzione dell'angolo che la tangente fa 
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§ 11. Tangente e piano normale a una curva 
storta. — Nei paragrafi precedenti abbiamc 
derato le curve piane; ora vogliamo pasaan 
diare le curve nello spazio a tre dimensioni 
si chiamano curve storte. 

Immaginiamo una retta che passi per dui 
abbastanza vicini di una tal curva. Allora 
due punti si avvicinano indefinitamente, 
retta (accante) può tendere in generale ver 
certa posizione limite. In tale posizione la i 
chìania tangente alla curva data. 

Togliamo ora incominciare a trovare le 
zioni di questa retta tangente. 

Sieno; 

lo due equazioni della curva. Allora se: 
X -t- Ax 

y + n^y 
« + As 

sono le coordinate di un punto della curva 
Simo al punto xy z, si ba che la congiu 
questi due punti, avrà per proiezione sul 
xy Xa, congiungente i puoti: 

ixy) , (a; + A3? , y + ^y] 

e sul piano xz ]n congiungente i punti 

{XZ) , {l + 4=^,^ + 4 5,'. g^^^^^i^ 
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Tali proiezioni sono dunque; 



Y-v-\X 
e nel limite diventano: 



Queste ultime rappresentano dunque le equazioni 
della tangente alla curva data. 

Si poasono comprendere le dette equazioni sotto 
una formola unica e simmetrica, cioè: 
X-x Y-y Z-2 



dx dy 



w 



Se le coordinate xy z di un punto della curva 
sono date in Funzione di una quarta variabile t, 
allora si ha: 

dx = x'{t)dt dy = x'{t)dt dz = z' {t)dt 

e quindi allora le equazioni della tangente vengono 
sotto la forma 

»■(') »'W »'W ^"' 
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Supponiamo inoltre che le equazioni della curva 
vengano date sotto la forma generale: 

f(xyz)=-o , F(Xi/z) = o. 
Allora da queste si ha: 

df, .df , dr, \ 

OX dy d^ { ,g, 

dF, ,dF, , dF, \ 

^-^^dx+~dy + ~d. = o) 

da cui dovremmo ricavare i valori à\ dx^d >/, d z, 
ohe sono proporzionali ni determinanti di secondo 
ordine formati colla matrice: 

li 3/ H df 

"a» dv de'' ,4, 

,9F dF dF. 

.dx dy dz , 

Quindi dovremmo porre questi valori nei deno- 
minatori della formola (1). 
Però possiamo anche procedere diversamente. 
Osserviamo che per effetto delle (I) i binomi 
X-x , Y-y , Z~z 

divengono proporzionali s.dx,dy,dz; quindi nelle 
(3) se noi sostituiamo i detti binomi a questi dif- 
ferenziali, abbiamo due equazioni che rappresen- 
teranno la tangente richiesta cioè: 

^^ a» ?» (jj, 

Pabdu., Calcolo dilftreiì:iali. 19 
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imo ora il piano che jmssa pel punto 
iella tangente e che è a<l essa perpen- 
eato piano si chiama il piano normale 

re l'equazione del piano normale non 
licare le regole della geometria ana- 
>ndurre il piano perpendicolare alla 
sentata dalle equazioni 1). 
ne di un tal piano sarà: 

lx-\ Y dy + Zdz+ 0=0 

na costante dipendente dal punto pel 
le far passare il piano. 
letto che il piano normale deve pas- 
ito di contatto, cioè la sua equazione 

soddisfatta dalle coordinate {x, y, z), 

^ ~ {.r d X + y dy + z d z) 

liano normale è: 

t-ir{Y-y)dy V-{Z - z)dz = o. 6; 

azioni della curva sono date sotto la 

■{xyz) = o F{xyz) = o 

le, come abbiamo visto, ì differenziali 
vengono proporzionali ai minori di 2° 
dalla matrice (4i, si ha per equazione 
>rniale: 



L> Google 
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fdF 

'idv 
fdF 
zdz 


+ [y-y) 


dfdF 

dzdz 

dfdF 

dxdx 


+ 


dfdF 




d_fdF 


= 0. 




\dydv 







Posaìamo ottenere subito le forinole che danno 
i coseni di direzione della tangente alla curva; 
forinole che del resto le abbiamo già ottenute 
avanti in altro modo. 

I coseni di direzione di una retta sono dati in 
generale dal rapporto della proiezione di un seg- 
mento della retta sugli assi x, y, z per il segmento 
stesso. 

Ora segniamo sulla tangente un segmento r con- 
tato dal punto X Y Z sino al punto di contatto 
xy z. Le proiezioni di r sono rispettivamente 
X-x , Y—y , Z — z 



onde i 



i richiesti sono: 
i. . X- 



COB {t y) ^ 



Google 
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Intanto 

r = 1/ iX-x)' nY-y)* t {Z-zf 

e dall'equazione (L) della tangente si ricava 
binomi : 

X-x , Y-y , Z-z 

sono proporzionali a dx,d!/,dz, cioè che: 



X 


-x = pd», 


r-!/ = pÌ!i 


, z 


'-t 


onde sostituendo 


ai ha infine: 








c«(ix) - ± 


dx 




_dx 




\ldx' + ,ly'- 


rds' 


dì 




eOB y */J = ± 


<l. 




dv 




Hlx' + dtj'- 


rds' 


ds 




co.(l«)= i 


dz 




dz 




^dx' + dy'- 


riz' 


— ds 



ricordando le forinole del § 1, (Jap. VI pe 
quali il differenziale ds dell'arco s della cun 
esprimeva mediante i differenziali delle coordi 
colla formola 



ds-'^dx'^-Ydy--\-dz-. 

Vogliamo applicare queste formole ad un esen 
Consideriamo la cosiddetta elica cilindrica. 
Essa è una curva generata nel seguente m 
Immaginiamo un cilindro retto colla base circe 
di raggio r. Immaginiamo poi un triangolo 1 
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che si avvolga attorno al ciliadro in modo eli 
cateto « b ven^a a eombaciare colla base del 




lindro retto. Allora l'ipotenusa a e dÌBegnerà 
cilindro uaa certa curva a spirale che fe prò 
l'elica cilindrica. C'.ihh^Ic 
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Noi dimostreremo uua proprietà cara' 
di questa curva, cioè che la tangente in 
ipte punto si inclina sempre del medesim 
sul piano X y, o, ciò che è lo stesso, l'angi 
tangente coU'asse di z è costante. 

Prima di tutto troviamo le equazioni dell'elica. 

Sia P un suo punto qualunque; allora eviden 
mente menando da P la perpendicolare sul pit 
ir;/, il piede di tale perpendicolare sul piano ; 
deve cadere sul cerchio base del cilindro. 

Intanto PQ e la coordinata z del punto P 
dal triangolo a PQ ai ha: 

z^PQ-^aQ.t!,') 

Ora se congiungiamo Q con 0, la lunghe: 
aQ ò l'arco della circonferenza della bnao del 
liudro, e quindi è uguale a: 



essendo « l'angolo aOQ, onde: 

dove rtg^ è una costante per qualunque pui 
P dell'elica. 
Le X, ;/ sono poi rispettivamente Q S e Q R e 



onde infine ei hanno le tre coordinate di un pui 
dell'elica espresse in funzione della variabile in 
pendente «. 
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Troriamo il coseno dell'angolo a ohe la 
(i-ente fa con x. Si ha 

dx = r cos <> do- 
d y ^= — r sen «-d^ 
d z = r t ff *> da 



C03((^) — rtgO 



\l r*-\-r* tg* e' 

Di qui si Tede che questo coseno è indipendente 
dall'angolo a, e quindi è lo etesso per tutti i 
punti P dell'elica. 



§. 12. Piano tangente e retta normale ad una su- 
perfìcie. — Immaginiamo una superficie: 

f{xyz) = 

e per un punto di essa supponiamo che pasBÌ una 
altra superficie qualunque 

F{xyz) = 

Allora le due superficie definiranno una certa 
linea che nel punto xy zhe, per tangente la retta 
rappresentata dalle due equazioni: 

o^ ay d s i 

àx ay 6 z 
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Ora ee la seconda superficie F=- 8Ì fa variare 
in un modo qualunque si hanno altrettante linee 
e altrettaute tangenti a queste linee in quel punto. 

9i vede subito dalle (1) che tutte queste tangenti 
vengono a stare in un piano. 

Infatti la prima delle equazioni (1) non dipende 
affatto dalla natura della seconda superficie varia- 
bile F=0,Q quindi tutte le tangenti staranno 
in un piano fisso che ha per equazione la prima 
delle (1) 

Questo piano si dice piano tangente alla super- 
ficie /""O. 

Se ora meniamo pel punto di contatto del piano 
tangente la retta perpendicolare a questo piano, 
abbiamo la cosiddetta normale alla superficie. 

L'equazione di questa normale per i principii di 
geometrìa analitica sarà data da: 

_df_ df "df (2/ 

d^ dy dz 

Chiamando t>tB.p,q le derivate parziali dì 2 ri- 
spetto ad a; e j/, cioè ponendo: 

Si if 

*" a» di ''di df 

l'equazione del piano tangente diventa: 

(X-»)p + (I'-j,)5»Z-« (3) 
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ni della normale direntano 
:_^ Y~y Z-z 

IO i coseni di direzione della normale, 
la retta {2) operare analogamente come 
nel paragrafo precedente a proposito 

te alle curve: ai ha così: 



m- 


dy 


(i^r 


m 




(l-Q" 




dz 




m- 


^(FQ'^ 


(K)' 



e se invece prendiamo l' equazione della normale 
sotto la forma (4) abbiamo: 



s/1 
C08 {« y) 



cos (» z) — + ■— GooqIc 



Capitolo VI. — S 12. 



Vogliamo applicare queste forinole a dimostrare 
la aogaente proprietà che del resto è evidente cou 
co nei de razioni geometriche. 

Vogliamo dimostrare ohe in un cono retto cii"- 
colare, la normale in qualunque punto fa sempre 
lo stesso angolo col piano base. Prendendo l'asse 
del cono come asse deUt> s e per piano x y il 
piano ad esBo aormalo e passante pel vertice, l'o- 
quazioae del cono è: 

dove a è la cotangente dell' angolo costante che 
una quaiunijue delle generatrici del cono forma 
coll'asae z. 



Onde: 



\1 x^-Vy^ 



% 13. Del raggio di curvatura in un punto di una 
curva storta. — Nel caso delle curve piane noi 
per studiare la curvatura nbbinnio cominciato a 
considerare le tangenti all'estremitìi dì un arco e 
l'angolo che queste tangenti formano fra loro. 



Del raggio di curvatura in un punì 

Nel caso delle curve storte le tangenti 
in un medeaimo piano, ma noi per studi 
vatura continueremo a considerare 1' 
formano fra loro le tangenti alla curv, 

Nel caso delle curve piane noi potrei 
immaginare che la ricerca si faccia nt 
modo. 

Sia dato un arco di curva PP; v 
tangenti agli estremi e poi da un mede 
meniamo le parallele a queste tai 
all'incontro di una circonferenza di ra 
abbia il centro in 0. Allora Vangalo 
genti è misurato dall' arco di tal cir 
la curvatura della curva è il limite di 
fra l'arco di tal cerchio e l'arco della 
di § 5). 

Cerchiamo di estendere questa con 
al caso delle curve storte. 

Perchè qui le tangenti non stanno ne 
piano, noi considereremo una sfora di 
e meneremo dal centro le parallele ali 

Ad ogni punto P della curva corris] 
punto p della superBcie sferica ; su qi 
a disegnarsi una curva che può cbiam 
magiue sferica della curva data. Se 1 
curva data si fa tendere a zero, tende 
zero l'arco della immagine sferica. 

Per estendere la definizione di sopì 
biamo definire per curvatura in P n 
data il limite del rapporto fra l'arco i 
sferica e l'arca della curva data. 

L'inverso di tal limite Io chiameremo 
di curvatura nel punto p della curva GooqIc 
considerazioni analoghe a quelle sviliipi *■ 



300 Castolo VI. — .? 13. 

Dopo avere così definita la curTatura in un punto 
di una curva dobbiamo passare a darne la espres- 
fiioDe ia funzione delle coordinate del punto e dei 
diiferenziali di tali coordinate. 

Dobbiamo naturalmente cominciare a calcolare 
l'arco sferico che chiameremo A<r. Ora essendo 
". Pi T gli angoli di direzione della tangente in P, 
le coordinate del punto p sulla sfera di raggio 3, 
riferite al centro della sfera come origine sono: 

cos et, C08 p, eoa T 
quindi il differenziale dell'arco della curva de- 
scritta da p sarà (v. % 1, Gap. VI): 

d <t=^{dGOBxf+ (dcosp* + {dcoB-!f. 

Questa espressione la possiamo trasformare in- 
troducendo le note espressioni di cosa, coap, cos y. 

Da: 



e quindi elevando a quadrato, e poi scambiando 
a: con y e z, e sommando le tre espressioni co8\ 
ottenute, si ha : 

d'>>=~[d'wy + {d^vr^{d*2y)\ - 

\d!VC 

(d^s: 



La normale ptiticipule. 



i x^ -ì- d ì,^ + d z' =• d s'' 

, Gap. VI). 

+ dyd^P+dzd^z=-'dsd*s 



ds 

uv >» H"^°lB espressione sotto il radicale ai bo- 
stituisce a d^s il suo valore in funzione delle coor- 
L dinate si ha infine: 

e quii 



Se in (L) prendiamo s per variabile indipen- 
dente allora 

d*s=-0 
ì quindi: 



§ 14. La normale principale. — Consideriamo 
in UD punto di una curva il piano normale, cioè il 
piano perpendicolare alla tangente in quel punto. 
Ogni retta che sta in quel piano e che passa per 
il punto di contatto della tangente potrà considc- 
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le una retto normale alla cuty 

infinite rette ve ne è nna e 
'A caratteristica perchè ha un 
ispetto all' andamento della ( 
si chiama principale. 
. ottiene così: 

iamo sulla sfera di cui abbia 
;rafo precedente, la curva luog 
:ine sferica), e disegniamo la 

in p. Meniamo poi da P la 
tangente n'. La retta n è la noi 

nostreremo, in seguito delle pi 
;he di questa normale ; per ora < 
le formolo che danno i cose 
questa retta. 

lì di direzione di n sono gli 
«' che è la tangente alla cur 
on resta che a calcolare i coseni di dire- 
(uesta tangente che sono rispettivamente: 

I cos « il cos p rf eoa T 



indo ;, <^, <C gli angoli di 
Le [essendo ^^ = , J: 



«^ 



ils 



Del centro di curvatura. 



SOM 



ende s per variabile indipendente si ha: 

-p-= , eoa -lì— R-, „ , cos ^-^ E-,—,, 
ns a s- a s 

)l centro di Curvatura. — Costruita pel 
3lla curva la taugente f e la normale prin- 
lisegniamo si; questa a partire da P una 
^C per Cjuanto è il raggio di curvatura E. 

Però bisogna fissare da che parte di n bisogna 

staccare questo segmento ■ 




Se auppouiamo per ( menato il piano perpendi- 
colare ad n allora i punti vicinissimi a P rimar- 
ranno in generale tutti da una medesima parte ri- 
spetto a questo piano; ò da quella parte che bi- 
sogna staccare su n il segmento E. 

Allora il punto C lo chiameremo centro di cur- 
vatura della curva in P. 

Se poi da G meniamo la retta p perpendicolare 
al piano fu, questa si chiamorà \a rptfa polare cor- 
■ispondente a P. 
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Ci proponiamo di dimostrare una proprietà no- 
tevole di questa retta polare: essa rappresenta l<i 

posizione limite verso cui converge V intersezione 
del piano normale alla curva in P, e dì un altro 
piano normale in un punto infinitamente vicino. 
Infatti l'equazione del piitno normale in jP ò 
data da: 
F=(X-a!;eoa« ♦ (T— ;/) eoa p* {Z-~s)eo3f = o 

essendo a, P, t gli angoli di direzione della tan- 
gente. Se in questa equazione soatituiBCO ad x,y,z 
le espressioni: 

ar-\-\w , y-\-^y , e + ^s 
ottengo il piano: 

V+\V=0 

che sarà normale nel punto vicino a P. L'inter- 
sezione di questi due piani sarà la stessa dell'in- 
tersezione dei piani: 

v=o , \v=o 

e nel limite si hanno i due piani 

V=0 , dV^O 

dove con rf F si intende il differenziale di V, cioè 
l'espressione che si ottiene considerando in V le 
x,y,z, oos", cos P, cos T funzioni di una variabile 
indipendente, e differenziando rispetto a questa 
variabile. 

Si ha dunque 
d V= '.X- x] d cos« W Y~y) rfcosp * {Z- z, ti cos y - 
— (*i 3- eos « -t f(( y cos P + rf s cos v) — '' ; 



1 
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d eoa <^ = eoa E rf o = -= eoa \ds 
d eoa p = eoa i rf ' = -5 eoa i d s 

dcQBi = eoaKdi = -pCoa^d s 

e inoltre: 

da; 
CO8 * = -;- , 

as 

daaque infine ai ha: 

d F=[X—x)cobI* '. Y - y) co9-i\ * {H— z]cos^— R = 0. 

Queata, è l'egnazione di nn piano che è perpen- 
dicolare alla retta i cui angoli di direzione aono 
Ì-^K cioè alla normale principale, e che dista dal 
punto di coordinate x y:^, cioè da P, di una di- 
stanza quanto E, e che inoltre ata, riapetto a P, 
dalla atessa parte da cui ata C; dunque questo 
piano non è che il piano paaaante per p perpendi- 
colare ad »; quindi l'intersezione di questo piano 
col piano normale (ohe è il piano di n e di p) è 
esattamente p. 

Passiamo ora a trovare le coordinate del centro 
di curvatura. 

Chiamando x,y,z, le coordinate di C ai ha che 
X, —x,y, — y,z,--z sono le projezionidi PC=Ii 
sugli assi coordinati, onde: 

x^~x^Rtoa\ 

Vi — y^ a eos VI 

3, — « = fi eoa e 
F18OAL, Caleolo diffirtrtgimle. 2u 
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anche: 






"T 

— «" .r 











Yo);liamo ancora paaBare alle espressioni dei co- 
seni di direzione della retta p {retta polare). 

La retta p è perpendicolare alle due rette, la 
taageiite e la normale principale. Ora di tali due 
rette conoBCÌamo i coseni di dii-ezione, dunque colle 
forinole di ^'eometria analitica possiamo trovare i 
coseni richiesti. 

Chiamando À, t', v, gli angoli della retta polare 
cogli assi coordinati, ed essendo *, S, y gli angoli 
di direzione della tangente, e ^, >i, C quelli della 
normale principale si ha che: 

008 X = eoa fi cos E — cos y cos >i 
eoa ^ =■ eoe T eoa \ ~ cos « cos ( 
cos V = eoa « eoa i — eoa p eoa \ 

e conoscendo le espressioni di coa.?t,HCOH P, cos t, 



Contatto d'una curva e d'una superfìcie. 
cos ^, cos )], cos ; ai ha infìne 

, j.dydH-dsd^y 



^-^dxd^y — dyd^x 
eoa V = E ■——■ — ^-TT- - — . 
di" 

Le equazioni della retta polare sono: 
X-w, _ r-y, _ Z -Zi 



dove a;, Vi Zi souo le coordioate del eentro di 
yaturn. 



§ 16. Contatto di una curva e d'una superi 

— Si abbia una auperficie S e una curva C 
abbiano un punto di comune M, e meniamo la 
male alla superficie in M. Per semplicità 8U| 
niamo ehe questa normale sìa l'asse di 2; e 
niamo dai diversi punti della curva le parali* 
questa normale por modo da formare un cilii 
che taglia la superfìcie S in un'altra curva ( 
Le coordinate xyz delle due curve aleno espr 
in funzione di una medesima variabile indi] 
dente t. Sviluppiamo colla formola di Taylo 
coordinate z dei punti M' e jT, la differenza d 
cui coordinate z è geometricamente eepreasa d 



lunghezza M' K. 



>;{lo 
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Se per la curva (7 bì ha z = f(t) e per 0' si 
ha 2 = <p (t), sì ha 

fit) = fM * (I - « r «.) ^ —^ f" (« + . . . 
» W = » (« + « - « f' (i) + '-^"- 1" w + . . . 

supposto che al puuto M corrisponde il valore U del 

parametro (. 

I» 




Tìg. IO 
Oiiilo: 

.¥■«-[/•((.)-, (i.)]+(i-<„[r(«-f'(g] + ... 

Le conaiderazioni che ora qui ai presentano 
sono perfettamente analoghe a quelle fatte altro 
volte a proposito del contatto di curve piane. 

Diremo che la curva e la superficie hanno ciyniotfo 

il' ordine i in M se sono zero tutte le differenze 

i rw-?'(V ci; 



r'«(u-?<«(*o). 



Del piano osculatore. 309 . 

In tal caao ai osserverà che la lunghezza M' K 
quando M' si avvicina indefìnitivamenteait/ diviene 
un infinitesimo di ordine i|- 1 rispettoaf — io consi- 
derato come iafiniteaimo priucipale. 

Se una superficie ha i -H i parametri arbitrari 
noi li possiamo determiiiare in modo che sieno zero 
tutte le differenze (1\ e allora la superficie avrà 
colla curva il massimo contatto possibile e si dirà 
oseulatrice alla curva. 

§ 17. Dei plano osculatore — Vogliamo ora tro- 
vare l'equazione e le proprietà di un piano ohe in 
un punto di curva abbia con essa il contatto di 
massimo ordine. 

Poiché nell'equazione del piano vi sono al mas- 
simo tre parametri arbitrari, cosi si vede che in 
generale un piano potrà avere con una curva in 
un punto un contatto al massimo di 3** ordine. 

Sia l'equazione generale del piano: 

aX-^b Y+cZ-p = 0. (1) 

Supponiamo che esao paasi pel punto xys della 
curva, e allora si ha per prima condizione: 

ax+by + cz—p^-0 (2) 

Per fare che il piano abbia un contatto di 2" or- 
dine eolla curva dobbiamo fare che la perpendi- 
colare abbassata sul piano dal punto: 

x-i-^x , y + Al/ , 3 + 42 

sia un infinitesimo di 3" ordine quando A( diventa 
infinitesimo. 

Tale perpendicolare è data da: 
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e intanto per la forinola di Taylor sì ha: 

dx . l d^ X 

forinole analoghe si hanno per Ay, A^; onde 
sostituendo e ponendo poi eguali a zero i coelh- 
cienti di Ai, Ai^ (con che si ha appunto che, se A( 
diventa intìniteBimo, 8 diverrà un infinitesimo di 
3° ordine) si hanno le condizioni: 



dt dt 



• df 






■ 



m 

(4: 



Le equazioni (2), (3), (4) determinano i coeffi- 
cienti dell'equazione del piano osculatore. 

Sotto la forma di determinante tale equazione 

ai ottiene eliminando a, b, e, p fra le (!' (2; (3) (4), 
e 8Ì ha: 



X Y Z 

X y z 
dx dy dz 
di dt dt 
d^xd^y d'z 
'd~t^ dèdf 



Se fra (1) (2) eliminiamo p e poi fra l'equazione 
che ne risulta e lo (3) (4) elituiiiiamo a, b, e otte- 



Del piano osculatore. 



nìamo 
forma 


'equazione 


ieì piano osculatore sotto l'altra 




X-(c 


r-y Z-z 






'• dx 
dt 


dy dz 
dt dt 


-0 




\ Vi 


li'y d>z 






dt' 


di' dt' 





dx 
dt 


d_y 
di 


d'i 
de 


d's 
di' 



Dimostreremo ora le proprietà fondamentali del 
piano osculatore. 

Si Tede intaoto che i eoefflcenti a, 6, e sono pro- 
porzionali ai determinanti della matrioe: 

dt 

~dt^ 

Onde, poiché tali determinanti sono anche pro- 
porzionali ai coseni di direzione della retta polare, 
OOB \ cos |J-, eoa V, gobI ai ha che il piano OBCu- 
latore è perpendicolare alla retta polare, e perciò 
non è che il piano della tangente e della normale 
principale. 

Dimostreremo ora due teoremi interessanti ohe 
ci faranno meglio conoscere la intima connessione 
fra il piano osculatore e la natura della curva. 

I. Il piano osculatore è la posizione limite del 
piano che passa per un punto fìsso della curva e 
per altri due punti di questa, quando tali altri 
due putiti iti aiìvicinano indefJnifiimentr al punto 
fisso. 
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Infatti ae 

aiX-a)-\-b{Y-y) + c{Z-z)~0 

è l'equazione di nn piano che passa pel punto 
(xyz), e se poniamo le condizioni che tal piano 
deve anche passare per gli altri due punti (o^ -t- &x, 

!/ + 4 y, 2 + &z), (x \- \x, y + *! y, z + ^,z) sì 
avranno le altre due relazioni : 



a^ a5 + i4 y + cA z = 
«Aj ic + ft4, y f e A, « ■ 







che unite con quelle di sopra danno per ei^juazione 
del piano passante pei tre punti: 
X-x r-y Z~z 



4, a; 4, y 4, ^ 

Ora supponiamo che gli accrascimenti ^x^y ^3, 
4, a; 4, ^ 4j z sieno dati alle coordinate xi/ zia virtù 
degli accrescimenti 4t, 4,; dati alla variabile in* 
dipendente t di cui supponiamo che \& xy z sieno 
funzioni. 

Allora in virtù della formola di Taylor si ha: 

1 li'». 



r 4 1' + . . • 



^''V,,i..''''+- 



e formolo analoghe si hanno per 4 ;/, A,, ,p/ A r, 4, : 



Del piaao osculatore. 






I "* 



s 


1 




>i + 


^ 


-1 


•S 


."1- 


„ 


%!•« 




-IS 


8. 


+ 








■c|-« 
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Facendo ora convergere Afe à,t n zt 
finalmente proprio l'equazione del piano o 
X-x r-y Z-z 

à X d ti il z 

lì Ti 'dì =11 

d^ X d^y d^ 2 

dt* dr- dt' ■ 

Con ciò il teorema è dimostrato. 

Da questo teorema risulta anche l'altr 
IL II piano osculatore è la posizione ì 
piano che passa per la tangente alla cur 
un altro punto della curva stessa, quando qi 
punto si avvicina indefinitamente al punt 
tatto della tangente. 

Infatti nel determinante (6) noi posais 
prima tendere ^ t a zero, e allora (6) divent 
zioue di un piano che passa per la tangi 
curva e pel punto x + ^,x,y + \i/,z + ^ 
cendo poi tendere &, f a zero si ha il piano o& 

Osserviamo infine che per le curve pianf 
osculatore è lo stesso per tutti i punti ei 
priamente il piano della curva. 

§ 18. Della torsione. — Nel caso delle cui 
a noi è bastato considerare la curvatura de 
dipendente dalle successive deviazioni d 
t^ente; ma nel caso delle curve storte ( 
mente c'è da considerare anche un altre 
di deviazione. Immaginiamo un punto di u 
storta e in esso il piano osculatore; quai 



Delhi torsione. 

siamo ad ud altro punto vicino della curva a 
oltre la deviazioQe della tangente, c'è un'altn 
viazione indipendente dalla prima ed è quelli 
piano osculatore- Tale deviazione dà luogo 
cosiddetta torsione o seconda curvaiura. 

Al solito per considerare la deviazione d 
piano ci fa più comodo considerare quella di 
retta perpendicolare ad esso, e quindi consit 
remo aempliceraente la deviazione della retta 
lare, che, come sappiamo, è perpendicolare al [ 
osculatore. 

Se operiamo analogamente eomo facemmo 
la curvatura, cioè dal centro di una sfera di ragi 
meniamo le parallele alle rette polari, e coni 
riamo l'arco di curva che si Tieue a formare : 
sfera, allora tale arco lo chiameremo torsione 
Varco di curva data che si è considerato; at 
consideriamo il rapporto fra tale arco e l'art 
curva data abbiamo la torsione media, e se il 
consideriamo il limite di tale rapporto abbiam 
torsione nel punto della curva data. 

Al solito sì chiamerà poi raggio di torsione 
verso della torsione. Chiamando ^ t l' arco i 
curva sferica che siamo venuti a costruire s 
dunque che: 

l ,. At d^ 



essendo T il raggio dì torsione. 

Per trovare l' espressione di rf t osserviamo 
le coordinate del punto della curva sferica, rif 
al centro della sfem come origine delle coordi ,, 
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80QO rispettivamente: 

eoa l , eoa f- , cos v 

essendo \ t^, v al solito ^li angoli di direzione della 
retta polare. 
Onde: 

T~y\dsì '^[TT) ^~\ ds j 

Conoscendo ora i valori di cos X,.oo8 [*, cos v ai 
potrebbe trasformare opportunamentequesta espres- 
sione, in modo da farei entrare le derivate di xy z 
che sono le coordinate del punto della curva data. 

Se la curva è piana deve essere: 



id cos xy (dcost^V I d cos v V 

\dT} "^l^d^J ^XIT) ^^ 
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Parte H. Storia dell'arte etnisca e romana, testo, 

2* ediz., di pae. iv-228. 2 - 

Parte IL .^tfiTHfe per l'opera sudd. di 79 tamrfe.iiidice. 2 - 
Arohlletinra Kallaaa, dell' Arcb. A. Melami, 2 voi., 
di pag. xviiI-21 1 e xn-266, con 46 tav. e U3 fig.. 2" edia. fi - 
1. Archibst. Pelagica. Etnisca. Italo-Greca e Romana. 
n. Architettura Medioevale, fino alla Contemporanea. 
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ediz., pag. xn-210 . '.'.' V." . . . '." ". '". . . 1 50 
mracala, del Pnit. C. Pollini. (In lavoro). 
—(VeàìCantante — Pianiata — Storia dàla munta — 

Strutttentaiùme — Strvmenti ad arco). 
«rM del dire (L'), del PtoI. U. Ferblari, 2* ediz., 

corretta ed ampliata, di p^. xn-190 1 50 

— (Vedi Rettort&i — Bittntea — StUutica). 
*rle Hllltare. (Vedi Storia deWì. 

Arie oilBerarla, dellTng. ProL V. ZOPPBTTI, di pa- 
gine iv-182, con 112 fìgiu« in U tavole 2 — 

Arie greoa, elrasea e r«H«Ba. (Vodi Archeolosia 
deU'artél. 

Arti. (Vedi Anatomia pittorica — Archeologia delParte 
— Architettura — Decorazione — Digegno — Pit- 
tura — Scienza dei colori — Scofhtro). 

Ani (Le) rraflehe TotedieeeaBlehe. Zincotìma , 
ÀntatÌDÌa, Eliografia, Fototipia, Fotolitognfia, I^oto- 
lòloerana, Tìpoletografia, ecc., secondo i metodi pia 
recenti, dei grandi maestri nell' art« : Albert, Ak- 

aEElER,CK0NENBEna,ED&R,6lLL0T, HUSNIE, KOFAHL, 

MoNET, roiTEVw, Roux, Turati, ecc., con nn cenno 

storico sulle aiti grafiche e un Dizionarietto tecnico ; 

pf*. iT-176 con 9 tavole ilìustrate 2 — 

~ (V. Duifjn. Fotografico — Fotografia dei colori — 

Fotografia ver dilettanti — Bicettario fotografico). 
AafalM (L'), fabbricazione - applicazione, dell' Ing. E. Rl- 

B&ETTI, cun 22 incisioni, di pag. viii-152 2 — 

AnateuruUae ■alla vita, dilj. Pagani, pag. TI-lg2. 1 50 
Aaslsleasa der" ■■'•raal ndl'Oapedala è<l la ISa- 

nlrlia, del Dotb C. Galliano, p. xsiv-448, con 7 tav. 4 60 

— (V. Aoìue minero/t — Igiene — Sooeorn d'urgenea). 
ABaonaatetria. (Vedi Ihtegno a^gonometricoì. 
Aalraaanila, dì L N. LoGKysR. tradotta ed in parte 

rifatta da E. Sbrgeht o riveduta da &. V. Sohiapa- 
RELLi, 3' ediz., di pag, VI-15G. con 44 ìnciaiooi ... 1 50 

— (Vedi Oravitazione — Spettroscopia). 

Atlaate urea^raHew-atarlea dell'lMlU, del DotL Q. 
Oarollo, 21 carte. 7S pag. di teet« e nn' Àppratdìce. 2 — 

— (Vedi Alpi — Ditionario geografico — ÈktcìzÌ 
geografici ~ Geografia — Frontuano di Geografia). 

Allaate ifeacraBea BBlversale, di KlEPEBT, con no- 
tizie geoKialicho e statistiche del Dott GÌ. Gabollo, 
8* eim. (dalU 70000 alla 80000 copia), 25 carte, 88 pa- 
gine di testo 2 — 

AiBi««r«ra. (V.dimatologia-IgroKopi-Meteorologia). 

Atti natarlll. (Vedi Notaro — Teitamenti). 



' 
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l L. e. 

Allreu«Mr>, MaBcvra d«llc bkvI e ■•^«•■■«■•nI 
■larUllaie, di F. Imperato, di pag-. xxii-3d(l, con 
fiff. 232 nel testo e xv tarolo lìto°ntmte 4 50 

— (Vedi Ingegnere navale — MiKchiniata navcieì. 
AaMtlpla. (Vedi Arti Granché]. 

Avic»ltmrm. (Vedi Animali da cortile — ColintM do- 
mestici — Pollicoltura). 

BaobI 4a ael*, del Prof. T. Nenci, di pag. VI-276, 
2" ediz.. con 41 ind^oni e 2 tavole 2 — 

— (Vnàt Qelsicoltìira — Industria della seta — 'lintura 
della aeta'i. 

B>ll*lic>. (Vedi Esplodenti- Storia dell'Arte Militare). 
B«lt«rl*lulB, dei Froff. G. e R Cajiebtbihi, di pEi- 
eine vi-210 con 2!) illnstrariooi 1 50 

— (Tedi animai» Parassiti — Microscopio — Proti' 
stolooiaì. 

Benefici VBcanlI e faltbrieerte, ìeggì, olr«*htrl, 

flarlipradcBM, del Dott. A, Galante. (In laToroì. 

B«atlMMe (D) e l'agrrleaUara la Italia, del Prof.F. 



Ai^EitTi, di pM'. nn-312. con ^ zincotipij .... 2 50 

— (Tedi Agricoltura — Alimentazione del bestiame). 
Blaneherfa. {Vedi Disegno, taglio e confi itone di — 

Macchine da cucire). 
Blhllocralla, di 0. Ottino, 2* ediz., rivedati di pa- 
gine 71-166, con 17 incisioni 2 - 

— (Vedi Diiimtario biUiogriificó). 
BIUIaMeari* (Manuale del), i^ Petzholst. trada- 

riono di &. BiARi, e &. Fitmaoalli. di pag. xx-361 con 
un'appendice di par, 213 7 50 

BlograOa. (Vedi Cristoforo Colombo — Dante — 
Omero — Shakespeare). 

Briaate. (Vedi Asfalto]. 

Hlaseal. (Vedi Araldica — Paleografia). 

Hvraa (Opor. di). (V. Valori puèùitrt - 7)eMto pubblico). 

Bataaloa, del Prot. L D. HOOKEB, tiaduz. del ProL N. 
PEDtcìNO, 4" edizione, di pag. xiv-lM. cna 08 ine. 1 50 

Branaivla^ln. (Vedi Adulterazioni! — Alimentazione 
— Conserve alimentari -~ Frumento e mais — Latte 
burro e cacio — Panificazione). 

Burr*. (Vedi Latte ~ Caseificio). 

Cacclaiure (Manuale del), di O. Franceschi, di pa- 
pine vm-aflS, con 10 tavole e 14 ineiaioni nel testo. 2 50 

Calcala dlffereailale, del Prot E. Pascal (volume 
doppio). (In lavoro). 

Calcala laMirrale, del ProE E. Pascal (voi. doppio), 
fin lavoro). 

Calligrafia (Mannaie di). Cenno storico, cifre nume- 
riche, mateiiale adoperato per la ecrittnra e metodo 
d'iasegnamunte, con 69 tavole di modelli dei prlndpali 
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caratteri conformi a! pn^rammi gov(>niatìTÌ del Pro- 
fessore EL Pbbcobsi, con 35 lac-siuiili di scritture, 
elegantemente legato, tascabile, con leggio annesso &! 
nianualo por tenere il moiiello 3 — 

C>l*re (II), del Itott. E. Jones, trai, di TI. Foesari, 
di pair. vni-296 con 98 incisioni 1 50 

Calarlferl. (Vedi Bùcnldaynento). 

CABdele. (Vedi Stearineria e Fahb. di Candele). 

CantMie (Itlnnuale del), di L. Mastbiqu, di p. xn-liQ. 2 — 

Citallnlere. La t'ori di cantina mese per- mese, dell'Inge- 
Knore A. Stbt;cchi, di pag. viii-ira con 30 incBÌonL 2 — 

Carlagrafl* (Manuale teiirico-praticii della), con un 
sunto sulla storia della Cartografia, del Fro£ £. Qel- 



cicH, di_pag. vi-257, con 37 iflustrazioni 2 - 

-" li Disrgno topogra' - '" ' ' ' • 

— (Vedi Propnett, ,. 

CkseIBcl*, di L. Manette, 2* edizione, completAraente 



- (Vedi Disi-gno topografico — Telenietna). 
Cniae. — (Vedi Proprietario di Case], 

CkseIBcU, di L. Manetti, 2" edizione, u 

rifatta di Sartori, di pugine it-212, con 34 incisioni. 2 — 

— (Vedi Adulterazione degli alimenti — Latte, burro, 
cacio). 

CaUnto (Q nuovo) itallaB», dell' Att. E, Bruni, di 
pag. sii-316. voi. doppio 3 — 

Cavallo (Manuale del], del Ten. Colonnello C. Vol- 
pini, di pag. iv-200 con illnstraàoni e 8 tavole. , , 2 50 

CelerluÉensara (Manuale pratico di), e tavole loga- 
ritmiche a quattro decimali dell' Ing. F. BoRLEn;i, 
di ma. vi-lfe mn 2i) incisioni 3 50 

Celerlmensara (Manuale e tavole di), dell'Ing. &. Or- 
landi, di p. 1200 con qnadro generale d'interpolazioni 18 — 

— (V. Cartografia — Compensazione degli errori — Di- 
SPOnotnpografico — Geometria pratica^ Tdemetria), 

VcmealazUae. {Vedi Tempera). 

Ceralacche. (Vedi Fwntctj. 

rereall. (Vedi Frumento e Mais — Panificazione). 

Chimica, del Prof, E.. E. RoacOE, traduzione del 

Prof. A. Pavesi, di p^. vi-121, con 36 ine, 4" ediz. 1 50 
Chlml«* aerarla, del Dott. A. Arocco, di p. vin-328. 2 50 

— (Vedi Conrimiì. 

Chimi** (Manuale del) e '«II' laJnalriale, ad uso 
dei Chimici analitici e tecnici, d^li industriali, ecc., 
del Dott Prof. Ij. Gabba, di p^. xii-351 5 — 

— (Vedi Analisi volumetrica). 

Ciclista (Manuale del), di A. Galantb, riccamente 

illustrato, di pag. vi-191. con 7^ fototipie 2 50 

CllmalaUiirla, di L. Db) Marchi, p. x-201. con 6 carte 1 50 

— (Vedi Igroscopi — Meteorologia — Sismologia). 
Cadice daranale Italisas eoa camaÉcata e ■«!«, 

doll'Avv. G. Bruni, di pas. xx-1078 con 4 incigni. 6 50 

— (V. Amministrazione jnAbliaa - Trasporti e tariffe). 
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———— " ~ ' "" i.T 

C*dlee nelrlco Intera ai t«Bale< (Vedi I Prototipi 

del metro e del kilogramma). 
Cag'DBc IFabljrìcazione del) e Jello aBirll» ài vlna 

e illBllllailoiie jelle feeee e defle vlnkcee, di 

Dal Piaz-di Prato, di pag. x-lttó, con 37 inuisionL 2 — 
C*iea»«rl ilalUnt, del Oolt. A. Qiuffimi, p.xvi-331 

con 215 inuisioni (Toluiue doppio! ci — 

C*l«nihl énmitmtht e e*UMble«IUir>, del Prof. P. 

BoNizai. di pm;. vi-210, con 29 incisioni 2 - 

— (Vedi Animali da cortile — PoUicottura). 
CaUnfc* C. (Vedi Cristoforo Colombo). 

C«l«rl e l« pittar* (La scienza dei), del Prof. L. Guaita, 
di pa^. 21ti. 2- 

— (Vedi Anatomia pittorica). 

C*l«rl e Temici, di G. GOiiiNi, 3* ediz.. di p. iv-181. 2 — 

— (Vedi Fotografia — Luce e colori — Vernici). 
C*Ulvut*Be ed lada strie delie piante teaalll, 

Eropriainente dotte e di quelle che danno materia per 
!gacci, lavori d' intreccio, Bparteria, spazzole, scope, 
carta, ecc., coll'a^uTita di un Dizionario delle piante 
ed industrie tessili, di oltre SCKX) tocì, del ProL M. A. 
Savob&nan D'Osoppo, di pag. sn-476, con 72 inds. 5 — 

— (Vedi Fiìatura - Gelsicoltura - Piante industriali), 
Coaipcnsailane degl'I! errarl ce» apeelalc applle*- 

slaae *1 rilievi ireadetlel, di F. (^ROTTiipae. iv-16a 2 — 
C*M|>iillBterik, del Prof. V. Qitti, toL L Computi- 
stena commerciale, d' ediz., di pag. vi-168. .... 1 50 

— Voi, n. Computisteria finanziaria, di pig. vin-156. 1 50 
CwBipallaterla an-arl», delPTO£ L. PEIBI, di pa- 
gine Vl-212. r 1 50 

— (Vedi Contabilità — LogistMerafia — Sagioneria 
— Scritlitrti d'affari), 

Cancla delle pelli ed arti «rSnl, di 6. QoBINI, 
3' edizione inUiramente rifatta dw Dott. G, B. Fran- 
ceschi e G. Ventcsou, di pag-. ix-2iO 2 ~ 

Cancliul, del Prof. Fitnaro, di pag, tu-253 .... 2 — 

— (Vedi Chimica agraria). 

CanfezIoDc di blaiiekerla. (Vedi Diaegno, taglio e). 

Ceaserve allaientarl, di G. GORiHi, il eiliz. intera- 
mente rifatta dai Dott. G, B. FEANCEScai e G, Ven- 
turo li. (In lavoro). 

— (Vedi Aaultcraziotie — Alimentazione — Frumento 
e mais — _ Latte, burro e cacio — PaK^auione). 

CoBlahllità eaBÉUBale, secondo le nuove disposizionj 
loeislatire e regolamentari (Testo unico 10 febbrùo 11^ 
e K. Decreto B lugUo 1890, del Prot. A. De Bann, 
di Mg. VIII-3U 1 50 

— (Vedi Diritto amministrativo — Legge comunale). 
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Cvntabillts reBer«lti dell* Sl«««, dell' Att. E. 

Bruni, pag'. xu'122 (vul. duppio) 3 - 

— (V. Contpufisterta — Raqi(meria — Logismografia), 
GttrpI rmaal « ■(•«rlBcrl», delling'. E. Mabazza. 

- (Vedi Industria stearica). 
^r r ettwre e «•■ipsa 111 

C«rBc (Dizionario delle), , , 

C*a(ltt»UD« Ai tmta ffll Stati. (Vedi OrdinanKHta). 
CAstnnl. (Vedi Etnografia). 
Crisi* Marrana gesmelrlea, Balea e ektnlea ajh- 
plìcata ai minerali, del Pro£ F. Sanbosi, di p. ivi-3ffi, 
con 2&1 incisioni nel Cesto (voL doppio) 3 — 

— (Vedi Geologia — Mineralogia). 

CrUMrar«C«Ì*>tba,diV.BGLUO,i»alOÌDC.p.IT-136 1 50 
Crltlorane. (V. Malattie crittogamiiAe delle piante), 
Cronalag-Ia. (Vedi Storia e Cronologia). 

Cnbaiar». Frentnario per la cuintunt dei legnami, di G. 
Belluohini, 2* ediz. aumentata e corretta, di pa?. 301 2 50 

Cnrve. Manuale pel tracciamento delle ciuye della Fer- 
rovie e Strade carrettiere di G. H. KrOenkc, tndu- 
zione di L. Loria, 2* ediz. di pay. 1R4, con 1 tavola. 2 60 

D«alDl*cl«, di (t. a. Scartazzini, 2* ediz. Vita ed 
Opere di Dante Alighieri, di pagr. Ti-4tl6 (toI. doppio) 3 — 

Debito (H) pubblle» Itallaa» e le regole e i modi per 
le operazioni sui titoli ctie lo rai^presentano, di F. Az- 
zoNi, di pag. viir-;376 (voL doppio) 3 — 

Deeorailane e iB^natrle arllstiehe, con nna intro- 
duzione sulle industrie artJBt. nazìonik^ dell' An^ A. 
Melani, 2 voi,, di complessìje pai 

Denta^raHa. (Vedi Statisttea). 

Diboscala culo. {Vedi SelvieoUura). 

Didattica per irli alunni delle scuole normali e pù mae- 
stri eleaientari del Proi G. Soli, di pag. yin-214 . 1 50 

Dlireato (II), di C. PERRDa, di pag. IV-IM 1 50 

Dtnaialca cleaivBtare, del Itott. C. O^iVAirBO, di 
pag. vui-146, con ì£ %are 1 50 

— (Vedi Termodinamica). 

DIplaHatlea, del Frot L. Zdbkaukr. (In laTora). 

Diplomi. (Vedi Araldica — Paleografia). 

Diritti « doveri del elttadlal, secondo le Istitozioni 

dello Stato, per uso delle pabbliche scuole, del Pnì. D. 

Maffioli. 8' ed-, di pag. xvi-20a 1 SO 

Diritta axHilBlBlraliTa giusta i proeramml rovema- 

tivi, ad uso degli Istituti tecnici, del Pro! (à. LOBIB, 

2* edizione, di p^. xx]i-50fl (volume doppio). . . .3 — 
Diritto elvlleltoirana,del Prof, C.ALBiciNI,p.Tin-li!S 1 SO 
Diritto eoMaierelale, {Vedi Mandato). 
Dirlllo cooianale e proTlaolale, di Mazzoooolo. 
• (Vedi Legge comìinale e provinciale). 



1 
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Diritta coati iBsiaiutle, di F. P. OoNTnzzi. iLZn-SaX 1 SO 
Diritto eee Ica laa Ileo, del Dott. G. Outo, di pagine 
xn-172 (volume doppio) 3 — 

— (Vedi Benefici vacanti). 

Diritto lnteriMuloB*lejprlTBto, dell'Avv. ProC F. P. 
CoNTUZZi, di pBff. xvi-S)2 iTolume doppio) .... 3 — 

Diritto laleraailooale pnkbliea, dell^TT.Prof.F.P. 
CoNTuiszi, di pag. xnSJi} {Tolume doppio) 3 — 

Diritto peoale, dell'Avr. A. Stoppato, di p, Yin-192. 1 50 

Diritto roHMo, do! Prof. C. Ferrini, di par. Tin-133. 1 50 

DlB«|fBo. I principii del Digeeno e gli stili dell'Orna- 
mento, del Prof. C. Borro, 3* edizione, di p^. iv-20e, 
con 81 silog. 2 - 

Dlae^Do uBonoMetrleo, del Proi. Paoloni, di pa- 
lane iv-r^ con 21 tavole e 2S %nre nel testo. . . 3 — 

DIaerno ^eanetrleo, del Prof. A. Amtiili. di pa- 

K'do tiii-85, 6 figure nel testo e 36 tavole litografiche 2 — 
•^■o topo^rallco, del Capitano Q. Bbbteixi, 
2* Bii7.. di pag. vi-137, con 12 tavole e 10 incisioni . 2 — 

— ( Vedi Cartografia — Telemetria). 

DlaecBO, tonilo e eoBreilaa« di kl«peh«ri* (Ma- 
DoaTe t«orÌoo pratii:o di), di E. Bonetti, con un 
Dizionario di nomenclatura, p. vin-216 eoo 40 tav. 3 — 

DlalnfezIoMe. (Vedi Infezùme). 

Dlitlllazlone. (Vedi Alcool — Cognac). 

DliU«arlo alpino Italiana. Parte 1': Vette e valichi 
ttaliani, delllng. E. Biqnami-Sorhanl — Parte 2*: 
Vaili lombarde e limitrofe alla Lombardia, delllng. 0. 
ScoLABi, di ■pag. xxii-iilO 3 50 

— iVcdi Alpi n Prealpi bergamasche). 
DlclonarU eritrea ilalUno araho-aaiarleo, di 

A. Allori. (In lavoro). 

DlilonarU éella lEsirna 4el Galla (Oraatonloa). 
(Vedi Ch-ammnticaì. 

DliU.arlo btblloiiraflca, di C. Ablìa, di pag. 100. 1 50 

Dlilanario Fllatnlloo, per il Kacooglitore di franco- 
bolli uon introduzione sterica e bibliografia di J, Qelli 
di pae. Lxiv-lia 4 50 

DUIanario rotocraflco ad uso dei dilettanti e profes- 
aionisla. contenente oltre 1500 voci in 4 lingue, nanchò 
500 sinonimi e 600 formule de) Dott. Lriai OioPPI, 
dipa?. Tiii-600 con 95 inda, e 10 tavole fuori testo. 7 50 

— (Vedi Arti grafiche fotomeccaniche — Fotografia per 
itìettanti — Ricettario fotografico). 

Dizionari* i^oografloo nnlToraale, dal Dott Q. Oa- 
>U>LU>. l-f Adizione, di pae. vi-<I;& a due colonne . . 6 50 

OlzloBari* liallano. (Vedi Foeoòoiar» italiano). 

DlBlanarl* italiano e VaUnak, di C. AIattel (Vedi 
Volapiik). 
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Dlaiaaarl* lenBlal 4ell« o*ra«, di C. Tolpini, di 

BW- 47 1 

Dlxianari* dbI vernale delle llng'Be ItallaBa, M- 



altabeto, 1 voi. di pae. 1200 8 — J 

Dsr>«e. (Vedi Codice dopantde ~ Tra»porti\. * 

Dclirtaa pop*l>re, in 4 lingue. (Italiana, Francese, 

Infiloso e Tedeac»). tIotU popolari, frasi oomniorciali e 

proverbi, rau^olti da G. Sebsa, 2* ediz., di pag. iv-212. 2 - 
Eceneail* 4el rabbrlcatl raratt, di V. Niccoli, di 

pae. vr492 2 

— (Vedi Eatimù ruraie — Legi'iaaione rurale). 
ec*D*inla jpelKiQB, del Frot. W. S. J&voNB, tradua. 

del Prof. L, Gobba, 3" ed., riveduta, di pa;. xit-174. 1 6 

— (Vedi Scienza delle finatize). 
eiettririsu (Manuale dell'), di G. Colombo e R. Fkr- 

BiNi, di pag. vm-201-44 con 40 inciaioui 4 

— (Vedi Itluminanione — Telefono — Telegrafia). 
Etetirli^ltà, del Prof. PLEEJtma Jenkin, traduz. del 

Prof. It. Ferrisi, di pag. tiii-180, eoa a2 iacisioni. 1 50 

— (Vedi MagTietigmo — unità auoiute). 
Eleltrollsi. |Vedì Galvanoplastical. 
eilairrana. [Vedi Arti granché). 
Eiubrlalafla e aiarfelogla ffenerale, del Prof. G, 

Cattaneo. (In lavoro). 

Enclclspedla Hoepll (Piccola), in 2 volami di oltre 
'M(JO pag. di 110 righe per ogni pagina (completo il 
1° volume, il 2° in lavoro). L'opera completa ('2IJ fase) 20— 

EMerria Oalca. di R. Ferrini, di p. vi-ioa. con 15 ine l 50 

— (Vedi Dinamic/i dementare — Termodinamica). 
Eh* logia, precetti ad nso degli enologi italiani, del 

Prof. 0. Ottavi, 2' ediz., riveduta e ampliata da A. 
STunccHi, di pe.e. xn-194, con 21 incigioni .... 2 — 

— (Vedi Atiialisi ild vino -Cantiniere - Cognac -Enologia 
domestica - Malattie dei vini - Vino - Viticoltura). 

Eaitl«ffladoaeBtlca,diR.SERNAOIoTTO,pa?.vni-^3. 2 — 
E»i«niol»la. (Vedi Coleotteri italiani — Insetti wo- 

civi — Insetti ìitili — Lepidotteri). 
E<|uBzl*ni (Teoria dello), del Prol. S. PtNCHKRLB, di 

pag. xa-170. con 4 incisioni 1 50 

— (Vedi Algebm complementare). 

Errori « preg-lD^Ui Tvlrarl, confutali colla acorta 
della Bcieoza e del raziixanìo da G. Sibaffokello, 

_di pag, iv-170 1 50 

Esprclxl EesitrBHel e qaesltl, di L. HneOES, anl- 
■'«tiante il R. KUpert, 2* edili- di pag. 7Ò . . 1 - 

E sere III di (radazlvao a compleaieMlo della 
gro^iMiallea fk-aaoeae, del Prof. G. Paat. (In lav). 
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Eacrelzl 41 IradasUne «an v«e«b«l»rl* a «•■é- 
•lement» 4«IIb graniMaliea ledeaea, del Prof. G. 
Adler, di pag. iv-'i* 1 50 

— (Vedi Orammatica tedftea — Lettfratvra). 
Eapla4eB(leaMJoJllkhlirlearll,K.MoLlNA,p.xx-aOa2 50 

Ealellea, del ProL M. Pilo, di pag. xx-a» .... 1 50 

— (Vedi Etica — Ftiomfia — Logtca — Psicologia). 
Gallai* rarale, dì F. Caskoa di Mcbicge, p. Ti-J.6t. 2 — 

— (Vedi Agronomia ~ Ditmrut topografico — Eco- 
Momid de» fabbricati rvraii — ffeomeiria praticai. 

Elica, del Prof. L. Friso, fin lavoro). 
Eta>iri'*B*i del Frot, B. Malfatti, 2' ediz., inteia- 
inetite rifiisn, di pag. vi-iìX) 1 50 

— (Vedi Antropologia — Paleoetnologia). 
Eloalag^la. (Vedi Antropologia). 
FahhrIeatI r«r«ll, (Vedi Economia ifet). 
Pabhrloke. (Vedi Proprietario di Case). 
F>hhr*. (Vedi Fonditore — Operaio -~ Tornitore). 
Falc^aHe «4 ebMalal*. Natura dei legnami, manìen 

di ccQservarlì, prepararli, colorirli e vernidarli, loro 
cubatura, di Q. Bblluomini, pag. X-13S, w)n 43 ine. 2 — 

FalalBeailane de|rll «HiMentl. [Ved' Advlteroxione). 

FarmacUt* iManuale del), del Oott. P. E. Alessandri, 
di pag. xii-028. con 1.^ Wt. e 80 incisioni originali 50 

Ferra. (Vedi Siderurgia). 

Ferrovie. (Vedi Trasporti], 

Filatelia, (Vedi Dìzianario /ilatelicoì. 

Fllaiara. Manuale di filatura, tessiture e lavorazione 
meccAuica delle fibre tessili, di E. CIrothb, traduzione 
suir ultima edizione tedesca, di p. VIII414, con 105 ine 5 — 

— (Vedi Coltivazione -^ Piante induairialtl. 
Filalaffla claaalca, i^reca e latloa, del Prof. V. 

Inama, di pag. lU-lte 1 50 

— (Vedi Letteratura greca e romarta). 
PllaBaala. Quadro generale di navigazione da diporto 

e consigli ai principianti, con un Vocabolario tecnico più 
in;isonelpanflliaiiiento,dolCap.tt.OiJVABi,p.xvi-2S6 2 50 
Fll«a*8a Diarale, di L. Friso, p. xvi-3% IvoL' doppio) 3 — 

— (Vedi Estetica — Etica — Logica — Psicologia). 
Flaanie (Vedi Sdenta delle). 

Flarl. (Vedi Floricoltura — Piante e fiori}. 
Flalca, del Prof. Balfour Stewart, trad. del Prot G. 
Cantoni, 4' ediz.. di pa^. 1-188, con 4tì inninoiii , . 1 60 

— (Vedi Calore — Energia fisica — Luce e suono). 
Fialoloffla, di Fostbk, traduz. del Prof. G. A1.BIHI, 

3' ediz., di pag, xii-i58, con 18 incisioni 1 50 

Fl»Ì»\»KÌKe»mfmrtttm iV. Anatomia — Embriotogiay 
Pltai>iri>. (Vedi Botanica — Flora italiana — Flo- 
ricoltura — Frutticoltura). 
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■■«talli (Manuale dal), di &, Bel- 
LUOMINI, di pa?. IK!, ( 



— (Vedi Arti granché — Dmonario fotografico — 
Ricettario fotografico). 

FranevbBllt. (Vedi Dizionario Filatdieo). 

Frumenla e wkIs, di Or. CANTONI, p. Vl-lOB e 13 incis. 2 — 

— (V. Adultei-azione — Alimentaxione — Panificoitonei. 
rrut(Ìc*Uar«, del Prof. Dott. D. Tamabo, con 63 il- 
lustrazioni, di pag. vm-1^ 2 — 

— (Vedi Pomologia artificiale — Uva passa). 
FKttnlnl e parafélDilai, del Dott. Frot. B. Canb- 

STBiNi, di pag. Yirr-lCO, con 6 incisioni 2 — 

FuBKhl (!) ed f tartan, loro natura, storia, ooltnn, con- 
servazione e cui^inatura. Cenni di Folco Broto . . 2 — 

Paecbl ar(tflol«ll. (Vedi Pirotecnia). 

Fusehiais. [Vedi Moi^inista). _ 

Galvanoplaatle», od altre applicazioni dell'elettrolisi, 
Galvanostetna, Elettroni etallui^a. Affinatura dei me- 
talli, Freparazione deiralluminio, Sbiaiicliiraento della 
carta e delle stoffe. Risanamento delle acqne, Concia 
elettrica delle polli, ecc., del Prof. R. Feuribi, 2* od„ 
completamente rifatta, di pag. XU-8&2 con 45 incisioni. 4 — 

fielsIeoKara, del Prof. Dott. IX Tamaro, p. xvi-175, 
con 22 incisioni nel testo 2 — 

— (Vedi Cotliimzione e induatria deUe piante tessili). 
Geodesia. (Vedi Gompensaaione degli en-ori — Oele- 

rimensìtra — Curve — Disegm topografieo — Geo- 
metria pratica — Telemetria). 

Ge*<lln«MÌe*. (Vedi Sismologia — Termodinamica 
— Vvleanismol. 

Ceagrafla, di &. Grove, trad. del Prof. E. Sallbtti, 
2" ediz., riveduto, di pag. xn-180, con 26 indsiom. . 1 50 

— (Vedi Alpi — Atlanie — Carta^afia — DiaegHO to- 
pografico — Dizionario geografico — Mare — Pron- 
tuario di geografia). 

Geaifrala oiaaaiea, dì E. F. Tozeb, traduzione e 
not« del Prof. L Gentile, 5* edlz., di pag. it-168. . 1 CO 
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Cte*rralla flslu, di A. 0EIKIE, tndvziono sul1& 6' 
ediniono ìnelesn di A, Stoppasi, 3' edis., pag. rv-132, 
con 20 incisioni 1 50 

G««l»lirl*> <ii Oeikie, traduzione Bulla 3* edizione in- 
glese di A. Stoppaki, 3' ed., di p. vt-154, con 47 ine 1 50 

~ (Tedi CrisUUiografia — Mintroioqia). 

Qe*ni«lri« Mnallltea d«lta apazl*, dei Prot. F. 
AscHiBBi, di pag. yi'19G, con 11 indsioni 1 50 

Ge*a«elrla aBalItlea dal ^lan», de! Pr. F. AeOHIERI, 
di pitg. vi-161, con 12 incL^oni 1 60 

Qe*Metrla~ deserllllva^ del Prot, F. Abchibri. di 
pag. iT-210, con 85 inoiaonì 1 50 

liMOietrl* iHFtrloa n trl|r«naMetrla, del Proi S 



Ghni 



PiNCHBRLE, 3* ediz., di nag, vi-152, con 16 incisioni. 1 50 
G««B>elria arallea, doll'lng. Prof. G. Krbds, 2" ediz., 
riveduta, di pag. x-l»l, con 124 incÌ8Ìoiii 2 — 

— (Vedi Cdenmeiwura — Disegno asBimoiiietricù — 
Disegno gemnetrieo ~ Disegno topografi/» — &eo- 
deeia — Regolo calcolatore — Statica — Telemetria). 

Ge*BHetrla praj«ul*a del |tlano e della alella, 
del Prof. F. Archiebi, 2' od., di p. -n-'ì-ìi. con 8ft ino. 1 50 

Ceaaielrla pr^eltlva della apazla, del Prof. F. A- 
SCHIERI, con molto inci^onl (In lavoro). 

Geamvlrla pura «lemeBlare, del Prof. S. Fd- 
CHERLG. 3' ediz., di pag. vi-140, con 112 indsioni . . 1 50 

«klaa. (Vedi Siderurgui). 

Clardln* (D) lafaBllle, del Frol. P. CoHTl, di pa- 
ino iv-214, con 27 tavole (voi. doppio) 3 — 

■Baltica {Storia della), di F. Valletti, di p. vm-1^ 1 50 

■Boadca fenailulle, di ¥. VALLETTI, dì p^. Vl-112, 

con 67 iiloatrazioni 2 — 

CilBBaatiea oiasehlle (Mannaie di), per cara di J. 
Gblli, di pae. vm-108, con 216 inciaioni 2 — 

— (Vedi ScAerma). 

Cil*l«ll«rla, arencerla, ara, arireat* e pialla*, 
di E. BoBBLU, di pag:. 336, con 1% incislom . . . 4 — 

— (Vedi Pietre preziose -^ Metidli pretioti). 
filnaekl. (Vedi SeaecUì. 

fil«rlaprnd«BiB. |V. Codice doganale — Digesto — 
Diritto amminittrativo ~- Diritto civUe — Diritto 
eottittuùmale — Diritto ecclesiastico — Diritto in- 
temanonale pvbbìico e privato —- Diritto penale — 
, Diritto romano — Imposte dirette — L^ge comu- 
nale — LegislazioTie rurale — Mandato commerciale 
— Notaio — Rtcchema mobile — Testamentil 

Grarala^a um numerosi autografi del Prof. C. LOM- 
BROBO. (In lavoro). ,, 

GraMBiatlea araldica. (Vedi Araldica). 
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Cr>aiBÉ«tlM « «IxUaarl* «ella llnfraa 4al «^aiU 
(•rasMnlea), del Fnit. E. Viterbo. 
Voi. I. Galla-Italiano, di pag. viii-152 , . . , .3 60 
Vili. n. Italiann-Galla. di pan. i.xrT-106, .... 2 50 

CraBÉBiBltea franceae, del Prof. Q. Fkat. (Iq lavoro) 

— (Vedi Esercieiì. 

GraaiMatic* |^««a, del Prof. Ihaha. (In laroro). 

(Vedi Fonologia — Morfologia). 
Grannadea della ll«gaa ffreea uft^ntm, del 

Prof. R. LoVera, di pag. vi-L>Ì 1 60 

GraiHiua(leal«Kles*, del Prof. Loai Pavia, p.xn-260 1 50 
Grawntallea tlallana, di T. CoNCARI, di p. VU-2U1. 1 50 
UraMMallea iatlNa, del Pro! Valmaosi, d) p. S-WO. 1 50 

— (Vodi Fonologia latina — Letteratura rontana). 
GraniMallea e Teeabelarla della May aa raaiMia, 

del Prof. R. I.OVBRA, di pae. vin-aJO 1 50 

GraaiMailea ■«Bserlta. (Vedi Sanscritòì. 
GranHatlea ledeaea, del Prof. L. Pavia, p, XTni-2Dl. 1 50 
^ (V, Enerciei di traduzione ~ Letteratura tedetea}. 
Gravilaxleae. Spie^azioue elementare delle mindpali 

Eerturbazioni nel Biatema solare di Sir Q. B. ÀntT, 
raduzione con note ed a^unte del Prot P. Fokbo, 
con 50 incisioni, di pag. xxiv476 1 50 

— {Vedi Astronomia — Svettroaeopio). 

Grecia (Lai andea, di G. Toniazzo. (V. Storia antica). 

Idreierapla. (Vedi Aeque [cura delle]U 

Irtene del laTor», Tbambusti A. e Sanabelli. di pa- 
gine viii-3fi2 con 70 iniàsionì 2 50 

■sl«M dell* vita iiabbllea e rrlvala, del Dott Q. 
Faraixi, di pag. xu-250 2 60 

l|ri«n« privata e mediiJua popolare ad uso delle ihtai- 
gìÌB, di C. BocE, trad. di E. CASssrn sulla 7* edlz. ted. 
l'arni una int.rndudone di Q. Soomami. di patc. xn-STB. S GO 

■iriene pabbllea, del Prof. Sorhani. (In lavoro), 

Ig'lene rurale. A, Cabbaboli, pag. x-470 (voi. doppio). 3 — 

— (Vedi Agiistenxa aali inermi — Soccorsi d'wgema). 
Igiene ac«l«allea, di A. REP0S3i,2*ed., dipag.IT-240. 2 — 
Igiene veterinaria, del Dott. U. Barpi, di p. vm-3Sa 2 — 

— (Vedi Zoonosi). 

Igreseepl, Igravetrl, aHidItà atHaarerlea, del 
Prof. P. Cantoni, di pag. xii-146, con 34 iac e 7 tab. 1 50 

— (Vedi Climatologia — Meteorologia). 
lllaMlaaitaDe eleurlea (Impianti di}, dell' Ing. E. 

Piazzoli, 3* edizione interamente ri&tto, di pag. XIT- 
4ri6, con 263 ìndaioni, 78 tabelle e 2 tav. litografate. 6 50 
latbalaaai alare (Manuale dell'), preparatore l«a^er- 
niiata,_ di R, Oesteo, 2' ed, riv., di p. zn-ljB, 38 ine. 2 — 

— (Vedi Naturalista viasgiatoreì. 

laiplaMtl eletu-lol. (V. Mettricità — iUiHutnOnone). 
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iMpcata ■■■ reddlll di rlcckasu Mvblle (Vedi 

Jticchena ntobiie). 
■■■»kI« dirette (Kiscoseione delle), dell'Avr. B. BauNI, 

di Biur. VTn-lf« 150 

Impoal» sai fiibbrleall. [Vedi iVoprieforto di case). 
InchUalrl. IVedi Vernici). 



A, di pag:. '28 
i. (Vedi Api 



iMlastrle. (Vedi Aptco/fura — Arte mineraria - 
Agfallo — Bachi da Beta — Cagei/icio — Concia delle 
pelli — C<m»erve — Salvanoptastica — Gioielleria 
— Merceologia — Molini — Olio — Orologeria -~ 
Piccole industrie — Tabacco — Tintore, eoa), 

■■Joalrle artlalleke. (Vedi DecorazioTie). 

iBdBBtrle ■«■■III. (Vedi Coltiìiazione — Qelgicoltura 
Filatara — Seta). 

■■fezlane, dlalnfeslane e «Hslnrettaatl, del Dottor 
Prof. P. E. Alebbandri, di p&e. vui-190, con 7 ine. 2 — 

lBger"*'"*«''*"*'MiiDualedeiriiig^nerecivileeindu- 
atriole, di Or. Coloubo, 1B* ed, (31°. 32* e 33° midlajo), di 
p. xiv-356. con 203 fig. e con una Biblìografin deirinjre- 
gnere disperata in ordine alfabetico delle materie di p. 148 5 60 
T medesimo tradotto in francese da P. Maroillac. 6 50 



, __i Attretcatura — Macdiinista navale], 

■■srual. {Vedi Chimica agraria — Concimi). 

InaettI ■•eUl, F. FrjIHCESCHiki. p. ym-dOl, 96 indB. 2 — 

■■aettl BtIII, di F. FRAMCESCHDn, di pag. xn-160, con 
4a incisioni ed 1 tavola 2 — 

iBtereaae e ■»•>(«, di E. &ASLIABDI, dlpaK. TT-SOl. 2 -~ 

— (Vedi Contabilità ~- Commti»teria — Dmito pub- 
Wtcjj — Raaifmeria — Valori vubblinù. 

lalliDilMl ««Ilo 8t>t« (Le). (Vedi Diritti e doveri 
dei cittadini — Ordinamenti degli Stati). 

KtUlwlk. (Vedi Piacicoltìira — Ostricoltura e Mi- 
tilicoltura). 

I.atl«, barro « eaelo. C^iiniioB analitica applicata ai 
caseificio, del Prof. Sartori, di pag. x-182, con 24 ina 2 — 

^ (Vedi Adulterazione degli alimenti — Caieificio). 

Veggo aalle mM^. (Vedi Macchinista e Fuochista). 

''^SfCB ILift nuora) «oHinnale « provlaelale, anno- 
tata dall'Avv. E. Mazzoccolo, 3' ediz., con raggiunta 
dì due regolamenti e due indici, di pagf. vni-fS . . 4 50 

Veggi. (Vedi Codice doganale — Diritto amministra- 
ttvo-civile - commerciale - ecclesias tico - penale -romano 
— Imposte dirette — Legislazions rurale — OrdÌ- 
fiamento degli stati — ffieehezta mobiie}. 
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Le^laluUne r«ral« secondoil prognniiiiaeovematdTo 

per gli latitutì Tecnici dell'Avv. B, Bbdbi. di p. II-4S3 3 — 
■.«(■•■ii. (Vedi C'uftatura dei legnami — Falegname}. 
LepM*t(M-l lUllul, del Dott. A. Oriffini (In tar.). 
LeUeratar* «aierloana, di O. Steiaffobbllo, p. 158 1 OD 
L.«ll«ratar« daaeae. (Vedi Letteratìtra norvegtana), 
Letteratara eliralea, di A. Revel^ toL, di pag. 351 S — 
Letteralar* cfliiaaa, del Dott. L. Brioiutl (In lav.), 
■.eUeralara n-aaeeBe, del Prol F. MABaiLi.AC trad. 

di A. PAOAMnji, 2" ediz^ di nag. Ym-IM 1 SO 

Leiteraiara ^re», del ProL V. Inajia, 10* ediz., tdì- 

gliorata (dal è^' al 40° migUaio), di j»«. Tm-2S4 . . 1 50 

— (Vedi Fildogia clatHca — PerW ffm» Anomali). 

■.elMratnra IndlaBa, del Prot. A. De QnBKaUATIB, 

di pag. vm-159 1 50 

Letteralara lafflea«, del Prot E. SoLAZZL 3* edìz., 

di pag. viii-lM 1 50 

Lelteratara lalaadeae, di S. AkbbOSOix (In laTon>}. 
■.Mteratara ttallaaa, di C. FEHDfl, 4* edizione, di 

pag. vi-aH 1 50 

L.ett«ra(ara latiaB. (Vedi Fonologia latina — Oram- 

matìca tntina — Letteratura romana). 
Letleratura aarTerlana del Uott. S. Conboli, di 

pag. xvr-272 1 50 

LetlAraiaraperalaa*, del Prot. I. Pizzi, di pag. z-aoa 1 50 
LetlarUara praveniala A. Rewow, di pag, I-2S0. l 60 
Lelteratura roHÉaaa, dei Prof ¥. Rahobdio, 3' ediz. 

riveduta e corretta (dall' 8* al 12" migliaio), p. tySSO. 1 60 

— (Vedi Fiiologia datgica — Orarnmatica latina). 
Letleratara spa^naala e Borta|fhea«, del Prot L. 

Cappelletti, di pag. vi-206 1 50 

Letteratara tedesca, del Froi 0. Lakob, tnduz, 
di A. Paganini, 2* ediz.. corretta, di pag, xn-lGB. . 1 50 

— (Vedi Esercizi — Grammatica tedeteà), 
Lelleralara nng'kcreae, di Zmktfi AbpàD, dì pa- 
gine xn-'2D5 1 60 

K.«tleratnre alare, dì D. OiÌmpoli, 2 volutili : 

L Buliirarì, Serbo-Croati, Yogo-Russi, di pag. IV-U4. 1 60 
TI RiiB»i. Pnlawhi. Boemi, dì mir. iv-ltìT . . 1 60 

Libri. (Vedi Bibliografia — Bibliotecario — Diiio- 

.'..Tiario Bibliografico — Paleografia — Tipografia). 

Lln^a araba. (Vedi Arabo volgare). 

Llng^aa del Galla (oraatonloa). (Vedi Grammatica). 

l,.lnf(Da franceae. (Vedi Grammatica e Eterdii). 

IitttKaa (reca. (Vedi Grammatica — Letteratura). 

Llatraa rreea Moderna. (Vedi QrammatiGa). 

LlajTua Ialina. (Vedi Grammatica — Letteratura 



Lla^aa raateaa. (Vedi Grammatica), 
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LlBSBa anaserita. (Tedi Sanscrito). 

LIb^b* te4««w. (Vedi Esereisi — GrammatMU — 

ZeHemhtra). 
LtaguB tigre. (Vedi 2^£}. 
■.iBfne conifaratr. (Vedi Storia comparata). 
LI«K** «llTerae. (V, Letteratura delle tingale lingue). 
Liane dell' Africa, di B. CUBT, verdone itaUaDa 

del Prof. A. Db Gubkbnatib, di p*g. ir-UO. ... 1 50 
LloH^ae neo-latine, del Dott. E. Gorra, di p&g. 147. I 50 
■.Inrne straniere (Studio delle), di Uabcbl, 088Ìb 

l'Art» di pensare in una lineila straniera, tridua. del 

Prof. Damiani, di rag. X7i-136 1 50 

Livree. (Vedi Araldica). 

L*r>rltBl (Tavole di}, eoa 5 decimali, pnbbUotte per 

cura di 0. MOLLER, 3" ediz., di pag. xs-142 .... 1 60 
LMrlen. di W. Stanlbi Jetoms, tnduz. del Frot 0. 

(jantoni, 4' edia., di pag. vin-154, e 15 incisiwii . , 1 60 

— (Vedi EsUiica — Etica — Filosofìa — I^ieologia). 
I^lca ninleniallea, di 0. BnEALi-FORTI, p. Ti-158. 1 60 
Leilaniograla, di 0. Chiesa, il' ediz., mg. nv-lTl, 1 50 

— ( V . Compttliat. - Gonlabitità dello Stato - Bagùmeria). 
Lnee e ealori, del Prof. (}. Belldtti, di pee. z-156, 

con 24 indaioni e 1 tavola. 1 60 

Lnce e aueno, di E. Jo;o:b. traduz. di U. Fokhaki. 

Iln. lavoro). 
Mneohlnlata e fneeklala, del Froi 0. GautERO, 
6* edizione, con ^einnte dell' Ing. L. IJoria, di pa- 
gine siv-180, con ^ incisioni e col testo della Legge 

aiilÌB r*ldaifi. ecc. (dal 10° al 13° migliaio) 2 — 

lavale (Manuale del] di M. LiaNABOLO, 



di pae. vm-216, & 

Haeehine da eaelre e ricamare, delllng. AlFBBSO 

Galassini. di pa^ vii-2i30 con 100 incisioni .... 2 60 

liaeehlne. (Vedi Ingeonere eivUe — Ingegnere na- 
vale — Macchinista e fuochista — Macchinista navale 
— Meccanismi (500) — Meccanica — Orologeria). 

■arneilaM* ed eletlrlelià, del Dott Or. PoLOKI, 
di pae. xn-20i, con IIB incisioni 2 60 

Hata. (V. Agricoltura — Frumento — Panificazione). 

Maialile crltMlfaaiIeke delle piante erhaeee 
«•itlvate, del Dottor R. Wolp, traduzione con not« 
ed ^giunte del Dottor P. BACCARiia, pagine £-'208. 
con 55 incisioni 2 — 

HaUItle ed >ite»alaBl del vini, del Prol. S.^^ET- 
TOLiNi. di pag, XI-1J8. con 13 incisioni 2 - 

Malattie traswiaalblU dagrll animali all'naaia. 
(Vedi Zoonosi). 
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Mandato e*HHi«relale, del FroL E. Vidabi, di pa- 
gine vi-iea 1 50 

Mare (Uì. del Prot T. Bbllio, di pag. it-140, con 

6 tavole liti^nii&te a colori 1 50 

Maria» (Manuale del) niilltar« « xereAMdle, di 

Us AuGZAQA, con 18 xilu^afle ed nn elenco del per- 
sonale dello StaU madore, di pag. TIII-2U. ... 5 — 

Haatlel. (Vedi Vernict e lacche). 

Haierlall da «••iraEloae (Vedi Regùtenza dei — 
Trnvi metailici compotUì. 

Hatemaile*. {Vedi Àlgebra — Aritmetica — Cele- 
rimenaura — Compensazione — Equazioni — Geo- 
metria — Logaritmi — Logica matematiaa}. 

Halerle ealsrantl. (Vedi Colori e Vernici — Tin- 
tore — Piante industriaìi — Vernici e Lacche). 

IIe«oaiilea, del Frot. R. Stawell Ball, traduz. del 
Prot. J. Benetti, 3' ediiiloiie, di pag. zvi-211, con 89 
iucisionì 1 50 

HeeoaalaHl (500), scelti ira i piii importanti e recenti 
rifersntisi alla dinamica, idraulica, idrostatica, pneu- 
matica, macchine a Tapore, molini torchi, orologerie 
ed altre diverse macelline, da H. T. B&own, tn- 
dozione italiana sulla 16' edizione inglese, d^l'In- 
g^gnere ¥. Cerrdti, di pag. vi-176, con 500 incisioni 

nel testo 2 50 

(Vedi Orologeria — Tornitore meccanico). 

■ " -^" I). 

- Animali parassiti — 
— Assistenza a^li infermi — Batteriologia — jBm- 
briologia — Fisiologia — Farmacista — Igiene — 
Protistologia — Soccorsi d'urgenza — Zoonosi). 

Hereeolorla, del Prol. 0. Lhxakdo. (In lavorol. 

■letnlll. (Vedi Peso dei metalli — Operaio — FoTtdi- 
tare — Tempera — Tornitore). • 

Metalli preilssl (orOj argento, platino, estrazione, fu- 
sione, assaggi, usi), di G. Ookini, 2' ediz., di pag. 196, 
con 9 inciaioni 2 — 

— (Vedi Oreficeria e Gioielleria). 
HelalloriflB. (Vedi Siderurgia). 
Heleoralog-la g'enerale, del Dott L. De MaBCHI, 

di pae. vi-156, con 8 tavole colorate t BO 

— (Vedi Climatologia — Igroscopi — Sismotogia). 

Helrloa del jcreel e del rsnanl, di L. MOlLEII, 

tradotta dal Dott. V. Lami, di pag. xvin-130 ... 1 60 

— (Vedi Letteratura greca — Mitmica — Verbi greci). 
Hetraloslu. (Vedi Prototipi internaziotteUi del metro 

e del kìlogramma). 
Hleoio^la. (Vedi Funghi e Tartufi — Mdidtlit Crih 
toj/amtche). 
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llloroae*pl* (E), ossia Guida elementare alle più &- 
dH osserrazioni di Microscopia, del Pro£ Uahillo 
ÀOQDA, di p^. xii-^ con ^ incimonl 1 50 

— (Vedi Batterioloffui — Frotistolagia — Teeniea, 

mele. (Vedi Apieoltura). 

MllltAria. (Vedi Esplodenti ~ Scherma — Storia 
arte militare). 

MlBersI*;!* ^«Berala, del Prot L. BoHBICCI, 2* edi- 
zione riTeduta, di pte. xit-190, con 183 iucisbui e 
3 tavole rawmolitografate 1 50 

Kliuiralo^la 4eB«rll(lTa, del FroL L. Bojuicpi, 2* 
ediz. di pag. iT-iKIO, con 119 ìucìsIodÌ (voi. doppio). . 3 — 

— (Vedi Crtitallografia). 
■lalAr«. (Vedi Arte minerariaì. 

■lalAtnr». (Vedi Colori e vemi^ — Lìtce e colori — 
Decorazione e ornamentazione — Pittìtra). 

Hill. (Vedi Errori e pregiudizi). 

Nlllllealnra. (Vedi Ostricoltura — Piscicoltura). 

HIMlafflB comparmla, di A. De GirBRBNATia, 2* edlz., 
di pa?. vni-150 1 60 

MI(*Uffl>rr(»w,dìFoBEeTiVal.IZ)«t;inied,p.vm-264 1 50 
Voi. IL Eroi. 1 60 

miologria rsHana, di A. Forebti. (In lavoro). 

Hoilal (Industria dei), di C. Sibeb-Millot. (In lavoro). 

HoBienit resUteBU e pesi di travi nelalllche 
e*B>p*Ble. Prontuario ad uso degli ingeeneri, arclii- 
tetti e costruttori, con Hi figure ed una tabella per 
la chiodatura, di E. Schenck, di pag. xl-188. . . . 3 50 

~ {Vedi Peso dei metalli — Regiatenza dei materiali). 

■■•■eie. (Tedi Archeologia ~ Numi»matiea — Paleo- 
ffratin — Tecnologia e Terminologia monetaria). 

»iitrt»l»f(lA, (Vedi Embridogia). 

MarbUffla ypoea, del prof. V. Bettei, (In lavoro), 

■■•rate. (Vedi Etica — FUaaofia morale). 

Haalea. (Vedi Armonia — Cantante — Pianista -~ 
Storia della musica ~ Strvmentarìone — Strumenti 
ad arco ecc.ì. 



XataralUla vla^fflatare, di A. IBBEL e K GESTRO 
(Zooliti, di pag. vm-144, con 38 incisioni .... 2 

— (Vedi Imòaisamatore — Zoologia). 

XasUea. (Vedi Atfrezuatura — Filonauta — In- 
gegnere navaie — Macchinista navale — Marino). 

Haiaro (Manuaio del), ag^^untevi le Tosse di registro,^ di 
bollo ed ipotecario^ le norme ed i moduli pel Debito 
pubblico, del NotAio Àw. A. Garetti, 2* ediz., rifusa 
e notevolmente ampliata, di pacr. Ta-3M 3 

— (Vedi Qiuritprvdenxa — Tenamentii. 
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NaMlaniMIc», del Doti. S. Aubbosoli, di pae. Z7I-216, 
con 100 fotoinclaioni nel testo e 4 tavole 1 fiO 

— (Vedi Araldiea — Archeologia — PaleograSa). 
OHI ventali, aBlaalt e Minerali, loro applicazioni, 

dì G. GoRiNi, di pt*. Tni-2L4, con 7 incia„ 2* ediz., 
completamente rì&tta dal Dott Q, Fabbib .... 3 ~^ 

— iVedi Industria stearica — Olivo ed olio — Sapoiti). 
Oliva Mi alla, ColtivaiUme tUU'olivo, estraiùme, jm- 

rificazione e eontervazùme d^'olio,_ del ProL A. Aldi, 

3* ediz., ^ rag'. 3n-330, con 41 incuioni 3 — 

Onaro, di W. Glju»tonb, traduz. dì R. Palombo e 
0. FiowLLi, di p8*. in-19e 1 60 

Operala (Manuale dell'). Raccolta dì cogniziom utili 
ed ìndìspenialàli agli operai tornitori, tabbrì. lAldemì, 
fonditon di mutaUi. bronzisti, afgiuBtaCuri e uiei'ja- 
nici, di G. BBLi.irniÉiNi, 3' ediaoue, di p&e- tvi-'ilS. 2 — 

— (V. Falegname - Fonditore - Foga opernt - Tnmitorf). 
Operailaal doganali. (Vedi Codice doganale — Tra- 
sporti!. 

Opldcl. (Vedi Proprietario di Case). 
Orjlaamenlo ilegll Siati llkerl d* Karaaa, del 

Dott. F. Racioppi. dì pae. Tni-310 (voi doppio) . . 3 — 
Ordlnauenta degli Stati liberi twarì d'Enrai^a, 

del Dott. F. Racioppi. di pag-- Tiii-378 (voL doppio), 3 — 
OreBoerla e ri aj elle ria, oro, argento e platino, di 

E. BosELU. di pag. 33G, con 125 mdsloDi .... 4 — 

— (Vedi Metalli prezioÈÌ — Pietre preziote). 
Oriente antlea (L'), di I. Gbntilb. IV. Storia antica}. 
OraanaenlaiUaa. (Vedi Colori — Decorazùmi — Ih- 

segno -— Pittura — Scoltttraì. 
Oraifrafla. (Vedi Alpi — Dizionario Alpino — JVe- 

alpi BergamoÈckeì. 
Orals|ferla Moderna, dell' log. Garutfa, con 187 

illuatrazìoui, di pag. viii-3&2, con 276 ìnrasionì ... 5 — 
Ordealtara, del Prof. D. Tamabo, con 80 ìndaionL 4 — 

— (Vedi Agricoltura). 

Ostrtoaltara e ■tltlllealtara, del Dott. D. Cabazzi, 
con 13 fototipie, di pag. viii-aiH 2 50 

Ottica, di B, Gelcich. con molte illustrazioni (In lav.). 

Ovloaltora. (Vedi Alimentazione -~ Bestiame). 

Pafra Klarnaliera (Prontuario della), da ola^aanta 
ceatealBl a lire elaqae, dì C. Nbgrim, dì pag. 223. 2 60 

Paleaetnala^a, di L Kesazzoite, p. XI-S62. con 10 ino. 1 60 

Pale^CraCa, di E. M. Thokpbon, traduz. dall'inglese, 
con aggiunte e note di G. Fumasalli, di pag. Tin-lfi6, 
con 21 incisioni nel testo e 2 tarole in fototipia . . 3 — 

PaNflllaMeal*. (Vedi Fiionautal 

PaalSeailaae raal*Nale, dì Pompilio, dì pog. IT-I39k 9 — 

ParafkilMlBl. (Vedi J3eHrt«tó — JWmmd. 
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L. t. 
PM-«BallalMrÌa. (Vedi AnÌMalivaras8Ìti\. 
Pe4«f «([la. (Vedi Didattica — Oiardìno infantile — 
Qinnaitiea ff^minUe e maachUe — Igiene 9coto»(tco). 
Pelli. (Vedi Concia dette pelli). 
Pensl«iil. (Vedi Società di Mutuo goccorsoì. 

Peae del melslll, ferri ^aadratl, rcltaorvUrl, 
eillndrldl, a Huxlra, a U, a V, a Z, a T e 
• <l«»to T, e delle lamiere e labi di tatti I 
■letali!, di Q. fiELLuaiiiNi, di pag. xxiv-218 ... 3 50 

— (V. Fonditore — Ingegnere civile — Ingegnere navale 

— Momenti resistenti — Operaio — ue^tentaì. 
Piantata (Manuale dell, di L. MiBTiuaLi, di p. xn-U3. 2 — 
Piante e flarì sulle fiueetre, sulle terrazze e nei cor- 
tili. Coltura descrizione delle principali specie e va- 
rietà, di A. Poca, di pag. vin-198 am Uff inciHioni. 2 50 

— (Vedi Botanica — Floricoltura — Frutticoltura). 
Piaste ladaitrl*!!. coltivazioDe, raccolto e prepara- 

zioDO. di Q. OoRiNi, nuova edizione, di pag. ii-144. 2 — 
Pianta lesalll. (Vedi Coltivatione ed industrie delle 

— Odaicntturtil. 

Piccete IndaBlrie, del Prof. À. Erreba, di p. zvi-186. 2 — 
Pietre preilase, clasaificaziDne, valore, arto del sio- 
jelliere, di G. Gobini, 2' ed,, di pae. 138, con 12 me. 2 — 

— (Vedi Metalli preziosi — Or^ceria — Qiojdleria). 
Plreleento aisderna, di F. Di Maio, con ili inci- 
sioni, di pag. vni-150 2 60 

Plaeleoltara^ del DotL E, BBPTOia. (In lavoro). 

— (Vedi OKtrKoitura e Mitilicoltura). 

Plltnra. Pittala italiana antica e modeniB. del Prof. A. 
Melasi, 2 voi., di^ pag. xx-164 e xsvi-^OÌ illustrati 
con 102 tav., di cui una tromolit. e 11 figure nei testo. — 

— (Vedi Anatomia pittorica — Colori (scienza dei) — 
Colori e vernici — Decoraiione — Luce e colori). 

Pacala. (Vedi Arte del Dire — Dantologia — Lette- 
ratura — Omero — Rettorica — Ritmica — Shak- 
speart — StUistica). 

PelllcaKara, del March. Q. Tbbtisaki, con 70 illu- 
strazioni, di pag. xvi-176 

— (Vedi Anirnalx da cortile — Golombii. 
Pamoiaria arilflelale, secondo il sistema 0»mier- 

Vallettì. del Prof. M. Del Lupo, p. vi-lSi con 44 ine 2 — 

— (Vedi Frutticoltura — Orticoltura). 

Praio ID), del Prof. G, Cantoni, di pag. 146. con 13 ine. 2 — 
Prealpl ber^atnaaehe (Gujda-itinerario alle), com- 
presi i passi alla Valtellina, con prefazione di Stop- 
PAia, 2* edìz., di m^. xx-ÌSii, con carta topografica e 
panorama delle Alpi OroMche 3 — 

— (Vedi Alpi — Dizionario alpino — GeografitH. 
Preg-lndlil. (Vedi Errori e pregiuditi ~~ Mitoiogiaì. 



■2 50 
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PrvfbHcrfB, dell'In^. E. MìKazza. (In l&Toro). 

— (Vedi Induìtrùt stearica — SapoTteria). 
PronMarlo il gKwgraÙm e ■IMIallBA, di O. Qa- 

ROI.LO, pae. &2 j. ~ 

— (Vedi Auante Univergale — Atlante d'Italia — 
Dizionario geografico — Geografia). 

PrcDlaarlo per le pag-h*. (Vedi Paghe]. 
Prs^leMrl* <ll eaae e 41 «plflel (MBnuale del), 

Impo^ita sili fabbricati dell' AvT. fiioRDANi, pfte.xx-264. 1 50 
PratlBloUifl*, di L. Mao(h, 2* edi!., di pag. XVI-2T8, 

con 93 iniìiMoni nel testo (volTime dopano) 3 — 

— (Vedi Animali parassiti — Battertologia — Mi- 



Palc»l«iria Aalelag-lcB, di 6. Mantovani. (In lav.). 
Racca|:lll*re di rraneobellt. (Vedi Dizionario fila- 

narUnerla, del Prof. V. GiTTi. 2* ediz., di p^. vi-lsa. 1 60 

— (V. Gomputiiteria — Cmitabilità — Logiimografia). 
neeUMi ferroviari. (Vedi Trasporti). 

RcKolo ealeolatvre e aiip aupllBaslaDl nelle ape- 
railoal lapaip-aHehe, doU Ing. tì. Pozzi. (In Ìav.ì. 

HellElano e llnsae deiriBdlalntcleBe, di R. CnsT, 
trad. dal Prof. A. De Gcbkknatib, di p«B. iv-ia4 . l 50 

— (Vaili Tjpttrmhirn tnnlùmal. 

Heaiatenia del Materiali e aUibtHlà delle coatra- 
■IobI, dollTnir. Gallizia, pag. x-336, 2^ inoisioui e 
2 tarde 6 50 

— (Vedi Peso dei metalli — Travi metallieii. 
Reitorlea, ad uso deile Scuole, di F. Capello, p.vi-122. 1 50 
■- (Vedi Art€ dd dire — Ritmica — Stilistica). 
RIcsMo. (Vedi MacfAine da cucire). 

Rleehesia aialille (Imposta sui redditi di), dell'Av- 
vocato E. Bruni, dì ptw. viir-218 1 50 

Rlceitarla/oioirraSeo, Uott. Luigi Sassi, di p. vi-150 2 — 

Rtsealdanent* e Tenlilailoae degli aaiblraill abi- 
tati, del Prof. R Ferrini, 2ToL,di pa«. X-*tì,94incis. i — 

Hlseosaiane d'IfMpaaie. (Vedi Imposte dirette). 

Rlaorfftaienta Italiane (Storia del), del ProL F. fiES- 
TOLiNi, di pag. yi-16i 1 50 

— (Vedi Storia e cronologia — Storia italiana). 
Rtatanratore del dipinti, del Conto Q. Sbcco-Soaildo. 

2 voi., di pag. KVi-a'tì, xir-3(!2 con 47 incisioni . , . 6 — 
Ritmica e aietrlca railaNMle italiana, del Pro- 
fessore Rocco MtntAKi, di pag. tvi-218. 1 50 

— (Vedi Arte del dim - Bettorioa — Stiliatioa). 



H 
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nivoIpstaiM (La) fraMoeso (178&-179U), del Prof. Dott. 

Gian Paolo Solerio, dì pag. iv-17il 1 50 

Sanserìia (Avviamento olio studio del), di F. Q. Fdki, 

2" ediz.. rifatta, di pag. 3ai-&i (voi. doppio) . , , , 3 — 
Saponeria, dell'In^. E. Ma&ì.zza. (In lavoro). 

— (VdHì Profumeria). 

ScBAchl (Manuale pel giuoco de^li), di A, Seqhieei, 
di pag. xv-2;?2, con 191 illustraziom 2 50 

Scherna luilari> (Manuale dì), su i prìncipii ideati da 
FordiuaudD.Ma£Ìello,tliJ.GELU,p.vui-ldl,con60taT. 2 60 

9cl«Bi> 4ellc Bnuze, di T. CabN£vali, pag. iv-14a 1 50 

SelcHie naiarall. (Vedi Anatomia cmnparata ~ Ani- 
mali paraggiti — Antropologia — Arte mineraria 

— Batteriologia — Bestiame — Botanica — Chimica 

— Coleotteri — Chimica avaria — Concimi — Cri- 
stailografia — Fisiologia — Flora italiana — Funghi 
e Tartufi — OetsicoUura — Geologia -— Itnòafsa- 
tnatore — Insetti — Lepidotteri — Microscopio — 
Mineralogìa — Naturalista — Ostricoltura — Piante 
e Fiori — Piscicoltura — Pomologia — Prolisto- 
logia — Selvicoltura — Zoologia). 

Soallnra. Scottura italiana antica e modenia, statuaria 
e omaiDOUtale dell' Archit. Prof. A. Melami, di pa- 
gine XVIII-19G. con 50 tav. e 2d flg. intercalate nel testo. 4 — 

Se>Uara In l^aa. (Vedi Decoratiime e industrie 
artistiche — Falegname}. 

Scrltinre d' affari (Precotti ed esempi di), per oso 
delle Scuole teimiche, popolari e coinraerciali, del Pro- 
fessor D. Maffioli, di p^. yin-203 1 50 

Mvlvleoliara, di A. Santilli, pag. vni-^0 e 46 ino. 2 

SerlcnKnra. (Vedi Baehi <ìa seta — GeÌsicolt»ra - 
Industria della lieta — Tintura d/Ua setaì. 

Sb»k«pcnre, di DowDBS, trad. di Balzani. (In lav.). 1 50 

SMernr^la (Manuale di), dell'Ine;. V. Zoppetti, pub- 
blicato e ooniplofato per cura dell'Ing. E. Gardpfa, 
di pag. iv-a^ con 220 incisioni 5 50 

— (Vedi Metalli — Tempera). 

SIsuMlulai del Capitano L. Gatta, di pae. tui-175, 
eon 10 inoigioni e 1 carta 1 50 

Soocaral i' argeni», del Dott. G. Galliano, di pa- 
gine xu-WO, con G tavole lit>%rafat«, 3* edizione . .3 

Sociali*!»*. (In lavoro), 

Maolelà 41 Nalao soccorso (Manuale Tecnico per le). 
Norme perl'assiuurazionedelle pensioni edffl sussidi per 
malattia e per morte del dott. G. OARDENani (in lav.). 



Spirito 41 vìa». (Vedi Mcool - 
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S^rt, (Vedi Alpi — Cacciatore — Cidieta — Dizio- 
nirio Alpino — Ginnagtiea — Scacchi — Scherma). 

Stelle* (Principt di) e tar* applleulvne ali* te*rl« 
« eostraxlone degli ■(rnaientl nielrlel, per i'iag. 
E. Uadnoli. di phg. Tui-25'2 eoa 102 indaiom , . . S GO 

AUllaltea, di F. VntaiLn, di pag. vm-176 .... 1 5$ 

StearlnerlK. (Vedi Indwtria iteatica). 

SMMail. (Vedi Araldica). 

StcBOfraSB, di G, GlORABTTi e M. Tesbaroli (se- 
condo il sistema Gabelsberyer-Noe), dì pag. 200. . . 2 — 

Stillatici, del Prot P. Capello, di pa& III-164. . . 1 6Ò 

— (Vedi Arte del dire — Bettorica — Ritmica. 
Surla antle* (Elementi di). Voi. L L'Oriente Antico, 

proflpetto storico, di L Gentile, di pftf. xn-^ , . 1 50 

Voi IL La Grecia, di Q. Tonlìzzo, dì pag. vi-216, 1 50 
Stari* eoBÉparMa «Ielle IIb^c elaBaiehe e delle 

■ealatlae. di G. S. Ascoli. (In lavoro). 
Starla e eraBalarla aiedlaeTale « aiaderBa, in 

ce tav. tdnottiche, di V. Gasaorandi, di pag. xnn-201. 1 50 
Starla dell'arte aillltare aatlea e Biaderaa, di V. 

Rossetto. Min 17 t&vole Ulustrative, di pag. via.-b6i. 5 50 
Storia della irlnaaatlea. (V. Ginnastica ■ Scherma). 
Starla Italiana (Manuale di), di C. Cani*, di p. iT-iea 1 50 

— {Vedi Bigorgimento — Storia e cronologia). 
Starla della aanalea, del Dott À. TJntbbstbinbk, di 

pae- 300 (voi. doppio] 3 — 

Starla ualnrate. (Vedi Sciente nattiraiii. 
Strategia, (Vedi Storia dell'arte militare). 
Sin ni en tallone (Manuale di), di B. Proct, tiad. it>J. 

cou note dì V. Ricci, con S5 esemjii, di pag. i-^SÙ, 2 50 

— (Vedi armonia — Cantante -~ Pianista). 
StruBirnll ad area (Gli) e la ninalea da eanera, 

de! Duca di Cai-kahelli P.. dì pag. x-2àÓ .... 2 50 
Strnmenll metrlel. (Vedi Statica). 
Saonn (Vedi Luce e suono) 
Saasidi. (Vedi Società Mutuo eoccorso). 
Tabacca, del Prof. G. Cantoni, di p. i¥-176, con 8 ina 2 — 
Tachnametrla. (Vedi Celerimeniiwa). 
Taglia e eanrealane di biancheria. (V. Disegno). 
Tarlir* ferravlarle. IV, Codice doganale - Trasporti. 
Tartan e fanghi. (Vedi Funghi). 
Taane di reglatra, balla, eee, (Vedi Notaroì. 
Taaalderailsta. (Vedi Imbalsamatore — Naturalieta 

viaggiatore). 

Tavaìe lagarltailche. (Vedi Logaritmi). 
Tavole tvchea Metriche, (Vedi Celerimentum). 
Tecnica di aaataaila Mleraaeaplea, del Prof. U. 
Cabazzi, di pag. xi-^ll con 5 JQdsioni 1 60 
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Xeen*la|^lB e ler«lii«lo|fla noBistarlat 

CHETTi, di pag. sry-lB2 

Telarono, di D. V. Piccoli, di pag. iv-iaO, 
Xele^afla, di R. Fbbbini, di pae. vi-SlS, 
TelKKrsflii iMBPlitliBa. (Vedi Attrezzatur 
XelcMelrlH, inlaBra «Ielle 4lal>Bie In 

di G. Bertelli, dì pag'. xiii-145, con 12 z 

— (Vedi Cartografia — Cdertmenwra — i 
stoni errori — Disegno topogra/ico). 

Xempera e eeaienlaziaac, deiring. Fae 
Bine VII1-1U3, con 20 incisioni 

XermvdlnaMiea. di 0. Cattanbo, p. X-IW 

XerrcMsd. (Vedi Sismologia — Futoinwj 

Xcastlura. (Vedi Fiiat'ura). 

XeataHieiitl (Manuale dei), per cura del De 
RISA, di pag. VI-2J8 

XtgTé-lUiltaB* (Manuale), con due dizioni 
liano-tieTÒ e tigrò-italiano ed una cartina di 
deg-Ii idiomi parlati in Eritrea, del (Jap. 1 
Camperio, di pag. 180 

— (V. Arabo volgare — Qratnmaiica Qalia 
ddl'Africa). 

Ilatore (Manuale del), di R. IìBPEtft, 3* e 
Bine x-279, con U incisioni (voi. doppio) . 

"nniara della aela, gtndio chimico tecnico 
scAL, di pag. svi-1^ 

Tlfjgrmam. L — Guida per chi stampa e fo 
— Oooipositari e Correttori, Revisori, Autc 
tori, di 8. LAUni, di pag. ^0 

TopoirraSa. [Vedi Cartografia — CeteriM 
Compensazione errori — Dwegno topogrc^ 
gola calcolatore — Telemvetria). 

XoBe^raRa 41 Rama «ntlea, di L. Boi 
illiistrazioni. (In lavoro). 

Xarnttare MeecaBleo (Gluida pratica de 
BÌateioa unico per calcoli in generale sulla o 
dì viti e ruote dentate, arricchita di oltr 
blemi risolti, dì 3. Dinaro, di pa^. Idi . 

— (Vedi Meccanica ~- MeccaniaiM — Operi 
Xraaaartli lari Db, reclami ferroviari 

raalani dagaaall. Manuale pratico ad use 
merciantì e privati, colle norme per l'inter 
delle tariffe e disposizioni vigenti, ^r À. Q, 
con una cart» delle reti ferrovìane italìai 

gine svi-152 

Xravl Hetalllel eenpoatl (UomenU reÓ8< 
dei), di E. ^CHENCK, pagine ZL-188, 10 tgai 
per chiodatura 

— (Vedi Peso dei metalli — Besittenza dei t 
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Trttuif«l»zÌaDl l*pa|:raaehe e lri anelai Uni ea- 
laalall, deUIng. 0. Jacoasoeli. Un lavoro). 

Triyanaaaelrin. (Yedi Geometria metrica). 

Ualtji «•••■ale. Definiziane, Dimensioni, Rappreeenta- 
zione, Problemi, dell'Ine. G. Bertolini, di p. x-124-44. 2 50 

Uva pttsaa (Industria dell') e della naaleaaloae dello 
fratta e derltartaiTKL Prof. U Pìparklix llnlav). 

Valli Lsnibarde, di Hcolabo. (Vedì Dizion. alpino). 

Valarl pobbllel (Manuale per l'apprezzamento dei) e 
per le operazioni di Borsa, Dott, F. Piccinelli, di 
pag. xiv-2a6 2 50 

VelaelpedUsa, di A. Galante. (Tedi Cidieta). 

Ventllaziane. (Vedi Ritcrddamenio). 

Verbi f r«el anomali (I], di P. SPAUNOTTI, Secondo le 
Qrammatiiilie di Cubtios e Inaha, di pag. ray-UP. 1 50 

Vernici, lacche, mastici, Inchiostri da staBiiMi, 
ceralacche e pradaltl arSol (Fabbrìcaztone delle), 
dell'Ine. Ugo Founari, di pag. yin-2(12 2 — 

— (Vedi Calori e Femiet). 

Veterinaria. {Vedi Bettiame —- Cavallo — aliene 
vetertnaria — Zoonosi). 

Viaggi. (Vedi Ciclista — Cristoforo Colombo — Na- 
turalista viaggiatore). 

Vlnaece {Fabbricazione delle). (Tedi Cognac). 

Vino (II), di GaAZZi-SONcrai, di pa«. X7I-I52 .... 2 — 

Vlllceltnra. Precetti ad uso dei Viticoltori italiani, 
del Prot. 0, Ottavi, rived. ed ampliata da A. Stbdoohi, 
3' edìz., di nag. viii-191 e ^ incisioni i 2 — 

— (Vedi Atuuist del vino — Cantiniere — Enotria 
- Enologia domestica — Maiattie dei vini — Vva 



passa — Vino). 
Weab«larle (Nuoto) della llngna Italiana, di 

A. Straccali e L. Obntilb. Volume di dna 1400 pa- 



rine, {in lavoro). 
Velaf ìik (Dizionario italiano-Tolaiiùk), prec«dato dalle 
Nozioni compendiose di gr^mmatìca dulia lìngna, del 
Prot C. Mattei, soeondo i principii dell'inventore M, 
SCHLEYER, ed a nonna del Dizionario Volapiik ad u»o 
dei francesi, del Pro£ A. Kerckhoffs, di pa?. xzx-lS& 2 60 

— (Dizionario volapiik-italiano), del Pro£ C. Mattbi, 

di pair. KX-'204 2 60 

— Manuale di conversazione e raccolta di vocaboli e 
dialoghi italiani-volapiik, per cara di M. Eosa Tom- 
HABI e A. Zaxbelli, dì ^ag. 152 2 50 

VolDuelrla. (Vedi Anattai volumetrica). 
VnleanlsM», del Capitano L, Gatta, di pag. Tjn-aGS, 
con 2H incisioni 150 

— {Vedi Climatologia — IgroKopi — ISeteorolosia -~ 
Sismologia). 
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Zliio«l{plB. (Vedi Arti grafiche). 

Zollarla, Proff. E. H. Gmlioli e G. Cavamna, 3 voi.: 

L Invertebrati, di pag, '200, con 45 figure ... 1 50 
n. Vertebreti. Parte I, Generalità, Ittiopsidl (Pesci 

ed Anfibi), di pag. xvi-156, con 33 iicisioiii. . 1 50 
m. VertebratL Partell, Sauropsidi, Toriopaidi (Ret- 
tili. Uccelli e MammìferiI, p. xvi-aoO con 22 ino. 1 50 

— (Veii Animati parassiti — Batteriologia — Coleot- 
teri italiani — Imbalsamatore — Insetti — Lepi- 
dofteri — Natwralista viaggiatore — ProHstologm). 

Z«on«sl, del Dott. B. Galli Valerio, di pag. xv-227 1 50 

— (Vedi Igiene veterinaria). 
Z**leoalB, dui Prof. Tampelini. [In iaToro). 
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